
LABORATOR 9 - VECTORI ŞI VALORI PROPRII.
INTERPOLAREA FUNCŢIILOR

1. Vectori Şi valori proprii. Metoda rotaŢiilor a lui Jacobi

Fie A o matrice p¼atratic¼a. Un vector x 2 Rn se numeşte vector propriu în raport
cu A dac¼a x 6= 0 şi exist¼a un num¼ar � (real sau complex) astfel încât Ax = �x:
Num¼arul � se numeşte valoare proprie. Valorile proprii ale matricii A sunt r¼ad¼acinile
polinomului caracteristic P (�) = det(A��I) şi sunt invariante la transform¼arile de
similitudine ale lui A; acest lucru înseamn¼a c¼a valorile proprii ale matricii A coincid
cu valorile proprii ale matricii C�1AC; oricare ar � matricea nesingular¼a C:
Dac¼a matricea A este simetric¼a, atunci valorile sale proprii sunt reale şi exist¼a o

baz¼a ortonormal¼a format¼a din vectori proprii, deci cu proprietatea Avi = �ivi; i =
1; n; în raport cu care matricea A se reduce la forma diagonal¼a

D =

26664
�1 0 ::: 0
0 �2 ::: 0

::: :::
. . . :::

0 0 ::: �n

37775 :

Baza v1; :::; vn se poate alege astfel încât �1 � �2 � ::: � �n: Dac¼a, în plus, A
este şi pozitiv de�nit¼a, atunci �1 � �2 � ::: � �n > 0 şi

�1 = kAk2 = sup
x6=0

hAx; xi
hx; xi :

Fie V matricea de trecere de la baza canonic¼a a spaţiului Rn la baza v1; :::; vn:
Matricea V este ortogonal¼a, şi are loc relaţia D = V TAV:
În practic¼a, valorile proprii ale matricii A nu se rezolv¼a rezolvând numeric ecuaţia

caracteristic¼a det(A � �I) = 0; deoarece r¼ad¼acinile polinoamelor sunt foarte "sen-
sibile" la orice modi�care a coe�cienţilor polinomului. Metoda recomandat¼a este
s¼a se aduc¼a, printr-un procedeu oarecare, matricea la forma diagonal¼a şi atunci
valorile proprii se determin¼a global, ele �ind elementele de pe diagonala principal¼a.
Se urm¼areşte aşadar ca prin transform¼ari de similitudine, care nu modi�c¼a valorile
proprii, s¼a micşor¼am, eventual pân¼a la anulare, elementele nediagonale ale matricii,
astfel ca în �nal s¼a obţinem matricea diagonal¼a.
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Fie A o matrice simetric¼a. Metoda Jacobi const¼a în efectuarea unei suite de
transform¼ari de similitudine ale matricii A utiliz¼and cele mai simple matrici ortog-
onale netriviale (matricile de rotaţie) de forma

(1.1) U =

2666666666666666666666666664

1 0 0
...

... 0

0 1 0
...

...
. . .

...
...

0 ::: ::: cos' sin' ::: ::: 0
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

0 ::: ::: � sin' cos' ::: ::: 0
...

...
. . .

...
... 0 1 0

0
... ... 0 0 1

3777777777777777777777777775

:

 p

 q

Aşadar, elementele matricii U sunt:

(1.2)

8>><>>:
uii = 1 dac¼a i 6= p şi i 6= q
upp = cos'; upq = sin'
uqp = � sin'; uqq = cos'
uij = 0; în rest

:

O asemenea matrice este ortogonal¼a şi reprezint¼a din punct de vedere geometric
o rotaţie de unghi ' în planul determinat de direçtiile ep şi eq: Not¼am cu A0 = UTA
şi cu A00 = A0U = UTAU: În cazul particular n = 5; p = 2 şi q = 4; matricea A00

arat¼a astfel:

a11
a12 cos'
�a14 sin'

a13
a12 sin'
+a14 cos'

a15

a21 cos'
�a41 sin'

a22 cos
2 '�

2a24 sin' cos'+
a44 sin

2 '

a23 cos'
�a43 sin'

(a22 � a44) sin'
cos'+ a24 cos 2'

a25 cos'
�a45 sin'

a31
a32 cos'
�a34 sin'

a33
a32 sin'
+a34 cos'

a35

a21 sin'
+a41 cos'

(a22 � a44) sin'
cos'+ a24 cos 2'

a23 sin'
+a43 cos'

a22 sin
2 '+

2a24 sin' cos'+
a44 cos

2 '

a25 sin'
+a45 cos'

a51
a52 cos'
�a54 sin'

a53
a52 sin'
+a54 cos'

a55

În general, elementele matricii A sunt:

(1.3)

8<:
a0ij = aij ; dac¼a i 6= p şi i 6= q
a0pj = apj cos'� aqj sin'
a0qj = apj sin'+ aqj cos'

;
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iar cele ale matricii A00 sunt:

(1.4)

8<:
a00ij = a

0
ij ; dac¼a j 6= p şi j 6= q

a00ip = a
0
ip cos'� a0iq sin'

a0iq = a
0
ip sin'+ a

0
iq cos'

:

Din (1.3) şi (1.4) rezult¼a:

(1.5)

8>><>>:
a00pp = app cos

2 '� 2apq cos' sin'+ aqq sin2 '
a00qq = app sin

2 '+ 2apq cos' sin'+ aqq cos
2 '

a00pq = (app � aqq) sin' cos'+ apq cos 2'
a00qp = a

00
pq

:

Cum intenţia noastr¼a este ca elementul nediagonal cel mai mare (în valoare
absolut¼a) s¼a se anuleze în urma rotaţiei, vom alege liniile p şi q astfel încât apq s¼a
�e cel mai mare element (în valoare absolut¼a) de deasupra diagonalei principale şi
vom pune condi̧tia ca a00pq = 0: Ţinând seama de (1.5) rezult¼a

1

2
(app � aqq) sin 2'+ apq cos 2' = 0

şi mai departe

(1.6) ctg 2' =
aqq � qpp
2apq

:

Aşadar, unghiul de rotaţie se a�¼a din relaţia (1.6). Introducem notaţiile

(1.7) � =
aqq � qpp
2apq

şi tg' = t:

Cum ctg 2' =
1� tg2 '
2 tg'

; din (1.6) şi (1.7) rezult¼a t2 + 2� � t� 1 = 0: Rezolvând
aceast¼a ecuaţie obţinem:

t1;2 = �� �
p
�2 + 1 =

1

� �
p
�2 + 1

:

Pentru a evita ca numitorul s¼a �e mic, lu¼am

(1.8) t =

(
1

�+sgn(�)
p
�2+1

; dac¼a � 6= 0
1; dac¼a � = 0

:

Conform unor calcule elementare de trigonometrie avem

(1.9)

(
c = cos' = 1p

1+t2

s = sin' = tp
1+t2

:

Din (1.8) şi (1.9) rezult¼a c¼a jtj � 1; c � 1p
2
; jsj � 1p

2
şi deci c¼a

' 2
h
��
4
;
�

4

i
:

Dac¼a not¼am cu S(B) suma p¼atratelor elementelor nediagonale ale unei matrici
B oarecare, atunci din (1.3) şi (1.4) un calcul direct ne conduce la relaţia

S(A00) = [S(A)� 2a2pq] + 2a002pq :
Aşadar, dac¼a alegem unghiul de rotaţie ' conform (1.8) şi (1.9), rezult¼a

(1.10) a00pq = 0 şi deci S(A
00) = S(A)� 2a2pq:
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Deoarece a2ij � a2pq pentru i 6= j; vom avea

(1.11) S(A) � n(n� 1)a2pq sau �
2

n(n� 1)S(A) � �2a
2
pq:

Din (1.10) şi (1.11) rezult¼a

(1.12) S(A00) � S(A)
�
1� 2

n(n� 1)

�
< S(A); pentru n � 2:

S¼a consider¼am acum un şir de rotaţii în urma c¼arora se obţin matricile

A0; A1; A2; :::; Ak; :::

unde A0 = A;A1 = A00; A2 = A001 etc.. Din (1.12) rezult¼a

(1.13) S(Ak) �
�
1� 2

n(n� 1)

�k
S(A):

Cum 1 � 2
n(n�1) 2 (0; 1) pentru n � 2; din (1.13) rezult¼a lim

k!1
S(Ak) = 0: Aşadar,

la limit¼a şirul (Ak) tinde la matricea diagonal¼a.
Se poate demonstra urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 1. Fie �i; i = 1; n valorile proprii ale matricii A şi �e a(k)jj elementele
diagonale ale matricii Ak: Atunci���a(k)jj � �j��� �pS(Ak):
Deoarece a(k)pq este cel mai mare (în valoare absolut¼a) element nediagonal al

matricii Ak; rezult¼a

S(Ak) � (n2 � n)(a(k)pq )2 < n2(a(k)pq )2:
Din Teorema 1 obţinem

(1.14)
���a(k)jj � �j��� < n ���a(k)pq ��� :

Inegalitatea (1.14) poate �luat¼a drept criteriu de oprire. Din inegalitatea n
���a(k)pq ��� <

" va rezulta num¼arul k al rotaţiilor necesare pentru a aproxima valorile proprii �j
ale matricii A cu elementele diagonale a(k)jj ale matricii Ak: Şirul de matrici Ak se
calculeaz¼a recursiv �

Ak = U
T
k Ak�1Uk; k � 1

A0 = A
:

D¼am în continuare algoritmul MATLAB pentru metoda rotaţiilor a lui Jacobi:

clc
format short
% Introducere A,n
k=0;
eps=input(�Dati ordinul erorii, eps=�)
nmax=1;
while(nmax>eps)

k=k+1
S=0;
U=eye(n);
max=0;
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p=1;q=2;
for i=1:n

for j=i+1:n
if (max<norm(A(i,j)))

max=norm(A(i,j));
p=i;
q=j;

end
end

end
nmax=max*n
p
q
omega=(A(q,q)-A(p,p))/(2*A(p,q))
if (omega==0)

t=1
else

t=1/(omega+sign(omega)*sqrt(omega^2+1))
end
c=1/sqrt(t^2+1)
s=t/sqrt(t^2+1)
U(p,p)=c;U(q,q)=c;U(p,q)=s;U(q,p)=-s;
U
A=U�*A*U

end
disp(�Valorile proprii sunt elementele de pe diagonala urmatoarei matrici�)
A

Exemplul 1. Fie matricea

A =

24 3 1 1
1 3 1
1 1 3

35 :
Avem:

apq = a12 = 1; p = 1; q = 2; � = 0; t = 1; c = s =
1p
2
:

U1 =

24 1p
2

1p
2

0

� 1p
2

1p
2

0

0 0 1

35 ;A1 = UT1 AU1 =
24 2 0 0

0 4
p
2

0
p
2 3

35 ;
a23 =

p
2; p = 2; q = 3; � =

3� 4
2
p
2
= � 1

2
p
2
; 1 + �2 =

9

8
;

t = �
p
2

2
; 1 + t2 =

3

2
; c =

p
2p
3
; s = � 1p

3
;

U2 =

264 1 0 0

0
p
2p
3
� 1p

3

0 1p
3

p
2p
3

375 ;A2 = UT2 A1U2 =
24 2 0 0
0 5 0
0 0 2

35 :
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Rezult¼a �1 = 2; �2 = 5;�3 = 2:

2. Interpolarea funcŢiilor

Fie f : [a; b]! R şi �e x0; x1; :::; xn (n+ 1) puncte distincte din intervalul [a; b];
numite noduri.
Problema interpol¼arii funçtiei f în nodurile xi; i = 0; n; const¼a în determinarea

unei funçtii g : [a; b]! R dintr-o clas¼a de funçtii cunoscut¼a, cu proprietatea g(xi) =
f(xi); i = 0; n:
Pus¼a sub aceast¼a form¼a general¼a, problema poate s¼a nu aib¼a soluţii sau s¼a aib¼a

o in�nitate de soluţii.
Cea mai utilizat¼a clas¼a de funçtii de interpolare este clasa polinoamelor, datorit¼a

uşurinţei cu care se integreaz¼a şi deriveaz¼a.
Interpolarea funçtiilor prezint¼a o importanţ¼a deosebit¼a atunci când funçtia nu

este de�nit¼a printr-o relaţie analitic¼a, ci printr-un tablou de valori ce reprezint¼a, de
exemplu, rezultatele unei experienţe. Chiar atunci cân funçtia este dat¼a printr-o
relaţie analitic¼a, dar aceast¼a relaţie este complicat¼a, se poate alege interpolarea în
locul calculului direct.

2.1. Polinomul de interpolare al lui Lagrange.

Teorema 2. Fie f : [a; b] ! R şi x0; x1; :::; xn (n + 1) noduri din intervalul
[a; b]: Atunci exist¼a un polinom unic Pn; de gradul n; care interpoleaz¼a funcţia f în
nodurile xi; i = 0; n (Pn(xi) = f(xi); i = 0; n): Acest polinom se numeşte polinomul
de interpolare al lui Lagrange.

Demonstraţie. C¼aut¼am un polinom Pn sub forma urm¼atoare:

Pn(x) = L0(x) � f(x0) + L1(x) � f(x1) + :::+ Ln(x) � f(xn);
unde Li sunt polinoame de gradul n ce urmeaz¼a s¼a �e determinate. Deoarece dorim
ca Pn(xi) = f(xi); vom pune condi̧tiile:

Li(xj) = �ij =

�
1; dac¼a i = j
0; dac¼a i 6= j :

Deoarece Li(xj) = 0 pentru i 6= j; rezult¼a c¼a Li admite r¼ad¼acinile
x0; x1; :::; xi�1; xi; :::; xn:

Aşadar,

Li(x) = ai(x� x0) � ::: � (x� xi�1)(x� xi+1) � ::: � (x� xn):
Cum Li(xi) = 1;rezult¼a

ai =
1

(xi � x0) � ::: � (xi � xi�1)(xi � xi+1) � ::: � (xi � xn)
:

În concluzie avem

(2.1) Pn(x) =
nX
i=0

Li(x)f(xi);

unde

(2.2) Li(x) =
nY

j=0;j 6=i

x� xj
xi � xj

:
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Evident polinomul (2.1) are gradul n şi are proprietatea Pn(xi) = f(xi); i = 0; n:
Fie Qn un alt polinom de gradul n cu proprietatea Qn(xi) = f(xi); i = 0; n şi �e

R = Pn�Qn: Deoarece gradR � n şi R(xi) = 0; i = 0; n rezult¼a c¼a R este polinom
identic nul, deci c¼a Pn = Qn: �
Exemplul 2. Fie nodurile x0 = �1; x1 = 1 şi x2 = 2 şi f(x0) = 2; f(x1) = f(x2) =
1: Atunci

P2(x) =
(x� 1)(x� 2)
(�1� 1)(�1� 2) � 2 +

(x+ 1)(x� 2)
(1 + 1)(1� 2) � 1 +

(x� 1)(x+ 1)
(2� 1)(2 + 1) � 1:

Efectuând calculele obţinem P2(x) =
1
6 (x

2 � 3x+ 8):

În continuare vom nota eroarea în �ecare punct cu

(2.3) E(f ;x) = f(x)� Pn(x):
Evident E(f ;xi) = 0; i = 0; n: Introducem de asemenea notaţia:

(2.4) Un+1(x) =
nY
i=0

(x� xi):

Teorema 3. Dac¼a f 2 Cn+1[a; b]; atunci pentru orice x 2 [a; b]; exist¼a �x 2 [a; b]
astfel încât

(2.5) E(f ;x) =
f (n+1)(�x)

(n+ 1)!
Un+1(x):

Demonstraţie. Consider¼am funçtia auxiliar¼a

g(t) = f(t)� Pn(t)�
E(f ;x)

Un+1(x)
Un+1(t); t 2 [a; b]; x 6= xi:

Observ¼am c¼a g se anuleaz¼a în (n+2) puncte distincte x0; x1; :::; xn; x:Din teorema
lui Rolle rezult¼a c¼a exist¼a �x 2 (a; b) astfel încât g(n+1)(�x) = 0: Cum

g(n+1)(t) = f (n+1)(t)� E(f ;x)

Un+1(x)
(n+ 1)!;

rezult¼a

E(f ;x) =
f (n+1)(�x)

(n+ 1)!
Un+1(x):

�
Corolarul 4. Dac¼a exist¼a M > 0 astfel încât

��f (n+1)(x)�� � M pentru orice x 2
[a; b]; atunci:

jE(f ;x)j � M

(n+ 1)!
jUn+1(x)j ; x 2 [a; b]:

Observa̧tia 1. Dac¼a f = Q este un polinom de grad cel mult n; atunci E(f ;x) = 0;
oricare ar � x 2 [a; b]:
A�rmaţia rezult¼a din Teorema 3, deoarece în acest caz f (n+1)(x) = 0:

Observa̧tia 2. E(f + g;x) = E(f ;x) + E(g;x):
Într-adev¼ar, dac¼a P fn este polinomul de interpolare pentru f şi P

g
n este polinomul

de interpolare pentru g; atunci P fn + P
g
n este polinomul de interpolare pentru f + g

şi deci

E(f + g;x) = f(x) + g(x)� P fn (x)� P gn(x) = E(f ;x) + E(g;x):
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În continuare vom presupune c¼a nodurile sunt echidistante, deci c¼a xi = x0 + i �
h; i = 0; n; unde

(2.6) h =
xn � x0
n

:

Consider¼am de asemenea schimbarea de variabil¼a

(2.7) x = x0 + th:

Înlocuind (2.6) şi (2.7) în (2.2) obţinem:

~Li(t) = Li(x0 + th) =
nY

j=0;j 6=i

t� j
i� j :

Folosind notaţia

(2.8) �n+1(t) = t(t� 1)(t� 2) � ::: � (t� n) =
nY
i=0

(t� i);

obţinem:

~Li(t) =
(�1)n�i
i!(n� i)!

�n+1(t)

t� i =
(�1)n�i
n!

Cin
�n+1(t)

t� i :

Obţinem astfel expresia polinomului lui Lagrange pentru noduri echidistante

(2.9) ~Pn(t) =
�n+1(t)

n!

nX
i=0

(�1)n�iCin
f(xi)

t� i :

Eroarea devine:

(2.10) ~E(f ; t) =
�n+1(t)

(n+ 1)!
hn+1f (n+1)(�t):

Se arat¼a c¼a pentru orice sistem de noduri (x(n)i ); i = 0; n din intervalul [a; b]; dat
dinainte, exist¼a o funçtie continu¼a f : [a; b] ! R astfel încât şirul polinoamelor lui
Lagrange (Pn) care interpoleaz¼a funçtia f în aceste noduri nu converge uniform la
f pe [a; b]: Convergenţa uniform¼a are loc dac¼a f 2 C1(R) şi se dezvolt¼a în serie
Taylor pe R: În general, pentru o funçtie f : [a; b]! R continu¼a, pentru orice " > 0;
exist¼a un polinom Q" astfel încât

kf �Q"k = supfjf(x)�Q"(x)j j x 2 [a; b]g < ":
Algoritmul MATLAB pentru polinomul de interpolare Lagrange este urm¼atorul:

% Introducere x,y - nodurile si valorile functiei in noduri
% Introducere a, punctul in care se face interpolarea
S=0;
n=size(x);
for i=1:n

L=1;
for j=1:n

if (j~=i)
L=L*(a-x(j))/(x(i)-x(j));

end
end
S=S+y(i)*L;

end
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fprintf(�nnValoarea aproximativa a functiei f in %g este %g.nn�,a,S)


