AM1, Curs 1
Notiuni introductive

1 Notiuni introductive
1.1 Teoria multimilor

Daca A este o multime, vom nota prin x € A faptul ca x este un element al multimii A
(sau x apartine lui A), respectiv prin x ¢ A faptul cd x nu este un element al multimii
A (sau x nu apartine lui A). Multimea care nu contine niciun element se va numi
multimea vida si se va nota @.

| Exemplu. 1 € (0,2),dar 3 ¢ (0,2).

Multimi de numere

In cele ce urmeaza, vom presupune cunoscute proprietdtile urmatoarelor multimi de
numere:

N ={0,1,2,...} - multimea numerelor naturale;

Z ={0,1,—1,2,-2,...} - multimea numerelor intregi;
(®) ={ g; p,gqEeEZ,qF# 0} - multimea numerelor rationale.

Intre acestea au loc urmitoarele relatii de incluziune
NCZCQ.

Pentru A € {IN,Z,Q}, se noteazd cu A* = A\ {0} multimea numerelor nenule din A.

1.2 Minoranti, majoranti

FieACR, A #Q.

Spunem cd A este minorata daca exista m € R astfel cda m < x pentru orice x € A.
Un astfel de element m (care nu este unic determinat) se va numi minorant al multimii
A.

Similar, spunem cd A este majorata dacd existd M € R astfel ca x < M pentru orice
x € A, un astfel de element M (care de asemenea nu este unic determinat) numindu-se
majorant al multimii A. Minorantii si majorantii unei multimi A nu apartin neapdrat
acestei multimi.

Exemplu. Fie A = (2,3] U [4,5).
Atunci A este majoratd, 5 fiind un majorant al lui A, deoarece x < 5 pentru orice
x € A. Se observa ca 5 nu este element al multimii A, intrucat toate elementele lui
A sunt strict mai mici decéat 5, iar orice numar mai mare decéit 5 este de asemenea
un majorant al multimii A. In particular, 6,7,8.3, ... sunt majoranti ai multimii A.
Similar, A este minoratd, 2 fiind un minorant al lui A, deoarece 2 < x pentru
orice x € A. Se observa cd 2 nu este element al multimii A, deoarece toate ele-
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Figure 1: Majorantii si minorantii unei multimi A.

mentele lui A sunt strict mai mari decét 2, iar orice numar mai mic decat 2 este de
asemenea un minorant al lui A. In particular, 1,0, —1, —1.5, ... sunt minoranti ai
multimii A.

Exemplu. Fie B = [2, +0).
Atunci B nu este majoratd, deoarece ea contine numere oricat de mari. Ea este
insd minoratd, 2 (de exemplu) fiind un minorant al lui B.

1.3 Multimi marginite
Margine inferioara, margine superioara

Se observa ca dacda o multime A este minoratd, nu existd un cel mai mic minorant al
lui A, deoarece se pot preciza minoranti oricat de mici. Similar, dacd o multime A este
majoratd, nu existd un cel mai mare majorant, intrucat se pot preciza majoranti oricat
de mari.

In schimb, daci A este minorati, atunci existi (in R) un cel mai mare minorant al
lui A, numit margine inferioara a lui A, notata inf A, iar daca A este majoratd, atunci
existd (In R) un cel mai mic majorant al lui A, numit margine superioara a lui A,
notatd sup A. Dacd marginea inferioard, respectiv marginea superioard a unei multimi
A existd, atunci acestea sunt unice, unicitatea derivand din caracterul acestora de a fi
,,cea mai mare”, respectiv ,,cea mai mica”.

Exemplu. Pentru A = (2,3] U [4,5) (exemplul de mai sus), inf A = 2, iar sup A =
5.
Multimi marginite inferior, multimi marginite superior

In aceste conditii, 0 multime nevida A care este majoratd se va numi marginita supe-
rior, iar o multime nevida A care este minorata se va numi marginita inferior. Dacd A
este atat marginitd superior cat si marginitd inferior, ea se va numi marginita. Conform
acestei definitii, o multime A este mdrginita dacd exista m, M € R astfel ca

m<x <M pentruorice x € A.

Multimi nemarginite

O multime care nu este marginitd se va numi se va numi nemarginita.



Exemplu. Fie A = (2,3] U [4,5) (exemplul de mai sus). Atunci A este marginits,
tiind atat marginitd inferior, cat si marginita superior.

Fie acum B = [2,+00). Atunci B nu este marginitd, deoarece nu este marginitd
superior. Ea este deci nemarginita.

Modulul unui numar real

Pentru orice x € R, definim modulul sau valoarea absoluti a lui x, notat |x| prin

2] = X, dacd x >0
] —-x, dacix<O’

M1 |x| > 0 pentru orice x € Rsi |x| =0< x =0.

M2 ||x|| = |x| pentru orice x € R.

M3 |xy| = |x||y| pentru orice x,y € R.

M4 % = % pentru orice x,y € R, y # 0.
M5 |x +y| < |x| + |y| pentru orice x,y € R.

M

(=)

|x —y| > ||x| — |y|| pentru orice x,y € R.

Functia modul astfel definitd poate fi folositd pentru a caracteriza marginirea unei
multimi.

Teorema 1.1. Fie A C R, A # @. Atunci
A este marginitd < AM € R astfel ca |x| < M pentru orice x € A.

Exemplu. Fie A = {x = (—1)"-24;n € N*}. Atunci, pentru x € A,

n+1’
n n n
— —1” — —1” — <1
x| ‘( )n—l-l’ I )‘n+1‘ nrl =

deci A este madrginita

2 Multimea R
In analiza matematica, pe 1angd numere reale, se utilizeaza si doua simboluri cu sens
aparte, +oo (plus infinit, notat prescurtat si o) si —co (minus infinit), cu proprietatea
ca

—00 < x < o0 pentru orice x € R.

Vom nota o
R=RU{+oco}U{—0c0}

si vom numi aceastd multime dreapta reala incheiatd, observand ca ea este de aseme-
nea total ordonatd.



Operatiile aritmetice se extind (partial) la R in urm&torul mod:
x+oo=x—(—00) =400 VxeR;
X+ (—0)=x—0c0=—-00 Vx€R;
{—i—oo, dacda x >0

X-00 = ;
—o00, dacax <0
—o0o0, dacax >0
x.(—oo): o ;
+o00, dacdix <0
oY 0 vreR;

w J—

respectiv
o0 4 00 = 00;
(=00) + (—00) = (—c0);
0000 = (—00) - (—00) = Ho0;
00 (—00) = —o0
Operatiilor 0 - (£00), 00 — 00, —c0 — (—00), £2 nu li se atribuie niciun sens.

2.1 Intervalein Rsi R
Intervale in R

Fie a,b € R. Numim intervale in R multimi de forma
[a,b] = {x € R;a < x < b} (interval inchis);
(a,b) = {x € R;a < x < b} (interval deschis);

(a,b] = {x € R;a < x < b}; (interval semideschis; interval inchis la dreapta si deschis
la stinga)

[a,b) = {x € R;a < x < b} (interval semideschis; interval deschis la dreapta si inchis
la stinga);

(a,400) = {x € R;a < x < oo} (interval deschis nemdrginit la dreapta; semidreapta
deschisd nemarginitd la dreapta);

(—o00,a) = {x € R; —00 < x < a} (interval deschis nemdarginit la stinga; semidreapta
deschisd nemarginita la stanga);

[a,+00) = {x € R;a < x < oo} (semidreaptd inchisd nemdrginita la dreapta);
(—o00,a] = {x € R; —o0 < x < a} (semidreaptd inchisd nemarginitd la stinga);

(—00,400) = R (axa reald).



Intervale in R

Daci a,b € R, putem extinde notatiile pentru intervale definite mai sus si obtine
[a,b) ={xeRa<x<b}, (a,b)={xeRa<x<b}
[a,b) ={x e Ra<x<b}, (ab={xecRa<x<b},

pastrand denumirile de intervale inchise, deschise, respectiv semideschise. De aseme-
nea
[—00, +00] =R (dreapta reald incheiata).

Supremumul si infimumul unei multimi in R
Fie A # @. Cu aceste notatii, vom spune ca

sup A = +oco  dacd A nu este majorata (este nemarginitd superior)
respectiv

inf A = —oo dacd A nu este minoratd (este nemadrginitd inferior).

si vom observa cd in R orice multime nevidd admite un supremum si un infimum.

Exemple. sup[3,+00) = 400, inf(—o0,1) = —co, supIN = +o0;
A = {x;x = n*+1,n € N} nu este mirginitd superior, deci sup A = +oo.

A ={x;x = —n+2,n € N} nu este marginita inferior, deci inf A = —oo.

2.2 Vecinitati in R

1. Numim vecinatate a unui punct x € R orice multime V C R care contine un
interval deschis incluzandu-1 pe x, adicad pentru care existd a,b € R astfel ca

x € (ab)CV.
2. Numim vecinitate a lui +oo orice multime V C R care contine un interval de
forma (a,0], cua € R.

3. Numim vecinitate a lui —co orice multime V' C R care contine un interval de
forma [—o0,a), cua € R.

Exemple. Multimile (—2,4], (0,6], (—o0,2], (—2,5] U (6, 00) sunt vecinitati ale lui
x = 1 deoarece contin intervalul deschis (0,2) care-l include pe 1.

Multimea A = {—2,—-1,0,1,2,3} nu este vecindtate a lui x = 1 deoarece ea nu
contine intervale.

Multimea B = [1,3] nu este vecindtate a lui x = 1 deoarece nu existd 4,0 € R
astfel cal € (a,b) C B (ar trebui ca5a < lsiatunci (a,b) Z B).




AM1, Curs 2

Siruri de numere reale

1 Proprietaiti generale

Fie A # @ o multime datd. Se numeste sir de elemente din A o functie f : N — A.
Daca A = R, sirul respectiv se va numi sir de numere reale, sir numeric sau, mai
simplu, sir. Fiind dat un sir f : N — R, se vor numi termeni ai sirului numerele f(0),
f(1), f(2),..., notate de obicei cu ajutorul unui indice sub forma

f(0)=x0, f(1)=2x1, f(2)=x2, ..., f(n) =2x4, ...,

X, numindu-se termenul general al sirului, sau termenul de rang n. Un sir cu ter-
menul general x, se va nota si (xXn)n>0. Daca primii k termeni xg, X1, ..., Xx_1 nu sunt
definiti (ceea ce corespunde unei functii f : {k,k+1,...} — R), vom nota sirul sub
forma (x,);>k-

1.1 Moduri de definire a unui sir

Un sir poate fi definit precizdnd formula termenului general, prin intermediul unei
recurente sau in mod descriptiv.

Exemple. Siruri definite prin formula termenului general:
(xn)nzo:xn:&z—l—l; XO:1,X1:4,X2:7,...

1, dacan par

(xn)nzoixn: xo=1,x1=0,x=1,....

0, dacinimpar’
Siruri definite prin intermediul unei recurente

Daca pentru un sir (x,),>0 se cunosc primii k termeni xg, x1,...,x;_1, fiind
datd de asemenea o relatie prin care termenul general x, se exprima in functie de
Xn—1, Xn—2,-..,Xy_k pentru orice n > k, se spune ca (xn)nzo este definit printr-o
recurenta de ordinul k.

De exemplu, relatia de recurentd definitd prin

Xn =Xp1+ X2, cu xg=0,x =1

este o relatie de recurentd de ordinul al doilea. De notat ca ordinul unei relatii de
recurentd este dat de diferenta dintre indicele cel mai mare si indicele cel mai mic
al termenilor care apar in acea relatie si faptul cd trebuie precizati atatia termeni
initiali ai sirului cat este ordinul relatiei de recurenta.

In particular, progresiile aritmetice si geometrice sunt relatii de recurenta de
ordinul 1.
Siruri definite in mod descriptiv.

Sirul (x),>1, X,=aproximarea prin lipsa cu 1 zecimale exacte a lui /2 este
definit iIn mod descriptiv. Se obtine cd x; = 1.4, xp = 1.41, x3 = 1.414, s.am.d.




1.2 Subsiruri ale unui sir dat

Numim subsir al sirului (x,),>0 un sir (xx, ),>0 ai cdrui termeni sunt elemente ale
multimii termenilor sirului (x,,),>0, A = {X0, X1, ..., Xn, ...}, cuky < k1 <ky < ... <
ky....

Cum un subsir (xx,),>0 nu contine neapdrat toti termenii sirului initial (x,),>o0,
urmeaza cd k, > n pentru orice n € IN.

Exemple. Fiesirul (x,),>0. Atunci subsirul (x2,),>0: X0, X2, X4, - - ., X2, - . . S€ NUMEStE
subsirul termenilor de rang par ai sirului. Subsirul (x2,,11),>0: X1, X3, X5, . . ., X2p41, - - -
se numeste subsirul termenilor de rang impar ai sirului. Un alt subsir este (x;,43),>0:
X3, X4, X5, . . ., obtinut prin eliminarea primilor trei termeni ai sirului.

Cum pentru orice k € IN* putem construi sirul (xXx,)u>0: X0, Xk, X2k - - -, Xkns - - -
al termenilor de rang divizibil cu k, urmeaza cd orice sir are o infinitate de subsiruri.

1.3 Siruri madrginite

Fie un sir (x4),>0 de numere reale si A = {xg,x1,..., %y, ...} multimea termenilor
sdi. Vom spune cd (x,),>0 se numeste marginit dacd A este marginitd, respectiv cd
(Xn)n>0 este marginit superior (respectiv marginit inferior) dacd A este majorata (re-
spectiv minoratd). Un sir care nu este marginit (respectiv nu este marginit superior sau
nu este marginit inferior) se numeste nemarginit (respectiv nemarginit superior sau
nemarginit inferior).

Conform caracterizarii multimilor marginite, aplicatd multimii A a termenilor sirului,
se obtin urmadtoarele proprietati.

Teorema 1.1. Fie sirul de numere reale (x,) ;>0

1. (x4)n>0 este mdrginit superior dacd si numai dacd existd b € R astfel ca x, < b
pentru orice n € IN.

2. (xn)n>0 este marginit inferior dacd si numai daci existdi a € R astfel ca a < xy,
pentru orice n € IN.

3. (xn)n>0 este marginit dacd si numai daci existd a,b € R astfel caa < x, < b
pentru orice n > 0, ceea ce este echivalent cu faptul ci existdi M > 0 astfel ca
|| < M pentru oricen € IN.

Exemple. 1. (xn)n>0, xn = sin % este marginit, deoarece —1 < x, < 1 pentru
orice n € IN.

2. (Xn)n>0, Xn =2+ (_Tl)l este marginit, deoarece |x,| < 3 pentru orice n € IN.

3. (Xn)n>0, Xn = (—1)"n nu este mdrginit, nefiind nici marginit inferior, nici
marginit superior.




1.4 Siruri monotone

Fie un sir de numere reale (x,);>0. Spunem ca (x,),>0 este crescitor (respectiv strict
crescator) dacd x, < x,41 pentru orice n > 0 (respectiv x, < x,41 pentru orice n > 0),
adicd orice termen al sirului este mai mic (respectiv strict mai mic) decat termenul
care-i succede.

De asemenea, spunem cd (x,),>0 este descrescitor (respectiv strict descrescitor)
dacd x, > x,41 pentru orice n > 0 (respectiv x,, > x,41 pentru orice n > 0), adica
orice termen al sirului este mai mare (respectiv strict mai mare) decat termenul care-i
succede.

Un sir (x,,),>0 crescator sau descrescator se va numi sir monoton, iar un sir (x,),>0
strict crescator sau strict descrescator se va numi sir strict monoton. Desigur, orice sir
strict monoton este si monoton; nu si reciproc.

Pentru a preciza monotonia unui sir (x,),>0 se pot folosi urmatoarele metode.

Studierea semnului diferentei x,, 1 — x;.

® Dacéd x,11 — X, > 0 pentru orice n > 0, atunci (x,),>0 este crescétor.

* Dacd x,41 — xn < 0 pentru orice n > 0, atunci (x,,),>0 este descrescator.
Compararea raportului 22! cu 1, daci (x,,),>0 este un sir cu termeni strict pozitivi.
Xn 7 n>0
e Daci % > 1 pentru orice n > 0, atunci (x,),>0 este crescitor.
. >
e Daci 2tl < 1 pentru orice n > 0, atunci (x,),>0 este descrescitor.
Xn >0

Folosind inegalitdti stricte in locul inegalitatilor nestricte se obtin criteriile corespunzdtoare
de monotonie strictad.

Exemplu. Fie sirul (x,),>0, X» = 3n + 2. Atunci x,,11 = 3(n + 1) + 2 (de notat
cd pentru calculul lui x,,41 cu ajutorul formulei date pentru x, se inlocuieste n cu
(n+1)), de unde x,,1 = 3n + 5. De aici,

Xpi1— X, =3n+5—3n+2)=3>0,

deci (x,,),>0 este strict crescétor.
. RV | 1 1 :
Exemplu. Fie sirul (x,),>1: x4 = sttt o Atunci

1 1 1 1
Xps1= —=F ——=F .+ —+ .
n+1 \/T \/E \/E /—n_l_1

De notat ca in astfel de situatii este utila si precizarea penultimului termen din
sumad. Atunci

n+1
>0




| deci (x4),>1 este strict crescitor.

Exemplu. Fiesirul (x)y>1: s =33+ % Atunci

25 3n-1 3(n+1)—1
‘xn+1:1.§...3 .
n+1 3(n+1)+1
25 3n—-1 3n+2

47 3n+1 3n+5

Similar, in aceasta situatie este utild si precizarea penultimului termen din produs.
Atunci

5 3n—1  3n+2

Xn+l _ 42°7 "' 3pF1  3n+5
X, 2. 5., 3n-1
n 17 3n+1
_3n+2
3n+5
<1

deci (x,,),>1 este strict descrescator.

1.5 Legatura intre monotonia si marginirea unui sir

Daci (x4),>0 este un sir crescétor, atunci

X< x1<xn<...<x,<...,

deci xgp < x;, pentru orice n € IN, iar (Xn)n>0 este marginit inferior de primul termen
XQ.
Similar, dacd (x,),>0 este un sir descrescator, atunci

XS XS XS > >

deci xg > x,, pentru orice n € N, iar (x,),>0 este marginit superior de primul termen
xp. Au loc atunci urmatoarele proprietati.

Teorema 1.2. Fie (x,),>0 un sir.

1. Dacit (x,)n>0 este crescitor, atunci el este mirginit inferior.

2. Daci (xy),>0 este descrescitor, atunci el este mirginit superior.

2 Siruri cu limita

Notiunea de limitd a unui sir este unul dintre cele mai importante concepte ale anal-
izei matematice, precizand tendinta termenilor unui sir de a se apropia de un anumit
numadr (cazul sirurilor cu limitd finitd), sau de a deveni oricat de mari, respectiv oricat
de mici (cazul sirurilor cu limita infinita).



Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Spunem ca (x,,),>¢ are limita / € R dacd orice
vecindtate V € V(I) lasd in afara ei cel mult un numadr finit de termeni ai sirului, adicd
existd un rang ny € IN astfel ca x, € V pentru orice n > ny (altfel spus, vecindtatea
V contine toti termenii sirului de la rangul ny incolo). In acest caz, vom nota x,, — |
pentru n — oo sau nh_r)r.}o X, = I, spunandu-se si ca sirul (x,),;>0 (sau termenul sdu
general x,) tinde la [.

Se poate observa cd adaugarea sau eliminarea unui numar finit de termeni ai sirului
nu-i schimbd acestuia natura de a avea sau nu limita si nici limita, daca aceasta ex-
istd, putdandu-se modifica doar rangul incepand cu care termenii sirului apartin unei
vecinatati date.

Unicitatea limitei unui sir

In cele ce urmeaza, se va observa mai intai ca limita unui sir, daca existd, este unica.

Teorema 2.1. Fie (x;,),>0 un sir. Daci lim x, = I; € Rsi lim x, = I € R, atunci
= n— oo n—oo

I = by,

Subsiruri ale unui sir cu limita

Este usor de observat ca proprietdtile de monotonie si marginire se transmit de la un
sir cdtre subsirurile sale. Astfel, daca un sir este monoton, orice subsir al sau este de
asemenea monoton, cu acelasi sens de monotonie, iar dacad un sir este marginit, orice
subsir al sdu este de asemenea marginit, multimea termenilor subsirului fiind inclusa
in multimea (marginitd) a termenilor sirului. Pe aceeasi linie de gandire, proprietatea
unui sir de a avea limita se transmite de asemenea cdtre subsirurile sale.

Teorema 2.2. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale. Dacd lim x, = | € R, atunci orice
- n—oo

subsir (xy, )n>0 al sdu are aceeasi limitd.

Conditie suficienta ca un sir sa nu aiba limita

Conform teoremei de mai sus, se observd cd dacd un sir (x,),>¢ are doud subsiruri
care tind la limite diferite, atunci el nu are limitd, deoarece dacd (x,),>0 ar avea limita
[, atunci si cele doud subsiruri ar avea aceeasi limitd /.

Exemplu. Sirul (x,),>0: x» = (—1)" nu are limitd, deoarece subsirul termenilor
de rang par (x2,)n>0: X2, = 1 si subsirul termenilor de rang impar (x2,+1)n>0:
Xop+1 = —1 au limitele diferite [y = 1, respectiv I, = —1.
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Siruri de numere reale (continuare)

1 Calculul unor limite fundamentale
1.1 Limitele functiilor polinomiale

Sd observdm mai Intai cd

lim(2n2—3n+1):limn2<2—3 1):00(2—0—!—0):00-2:00,

o S n
Intr-o situatie mai generald, fie P o functie polinomiala de grad k > 1,
P:R = R,P(x)=axr+a_1x* 1+ ... +ax+ag, ap#0.

Considerdm sirul (x,),>0, X» = P(n). Pentru calculul limitei sirului (x,),>0 se va
scoate factor comun fortat n* (k = grad P). Se obtine ca

lim x,, = lim aknk + ak_lnk_l +...+an+ag
n—o00 n—oo

= lim n* a.+a l—|— —Hzi—i—al
- k k—1 n e 1 nk_l Onk

n—o00

. 400, dacaa, >0
= Q0 - = N
k —oo, dacaa, <0

Sd observam ca limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea

lim aknk = 00-q; = lim xy,
n—oo n—oo

de unde se poate remarca faptul ci limita lui P(n) este egald cu limita termenului de
grad maxim al lui P.

Exemple. 1. lim (n> —2n*+n—1) = +oo, deoarece coeficientul termenului
n—oo

de grad maxim 13 este pozitiv.

2. li_r>n (—n*+3n3 — /2n + 5) = —o0, deoarece coeficientul termenului de grad
n—oo

maxim n* este negativ

1.2 Limitele functiilor rationale

Fie P, Q douad functii polinomiale de grad k, respectiv [, unde k, I > 1,

P:R—R,P(x)=axr+a_1x" 1+ . . +ax+ag, ap#0,
Q:R—>R,Qx) = blxl+bl,1xl_1+...+b1x—|—bo, b; # 0.



P

—

(Z), presupunand cd Q(n) # 0 pentru orice n >
0. Pentru calculul limitei sirului (x,),>0 se va scoate factor comun fortat n* de la
numadrdtor (k = grad P), respectiv n' de la numitor (I = grad Q). Se obtine ca

Considerdm sirul (x,),>0, Xn =

k k—1
lim Xn = lim A"+ 1N +...+an+ag
n—00 Nn—00 blnl + bl_lnlfl I bli’l T bO

n* (ﬂk + 15+ +ﬂ1% +ﬂ0lk>

= lim
e <b1+bl 13+ + b1 + b z)
0, dacd k < I
= lim nk_la—]; = %—k, dacak=1.
n—00 l

+°o%’ daca k > [

Sd observam ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea

k
apn . _1a
lim k—l = lim n¥ l—k,
n—oo hin n—00 bl
P(n)

de unde se poate remarca faptul cd limita lui este egald cu limita raportului

Q)
termenilor de grad maxim ai lui P si Q.

b(n)

De asemenea, dacd grad P < grad Q, atunci 11 o) = 0, deci dacd gradul numi-
. P(n)

Q(n)

Dacd grad P = grad Q, atunci 11 Q(( )) = a—k deci daca gradul numitorului este

egal cu gradul numairatorului, atunci limita lu1 Q(( )) este raportul coeficientilor ter-

menilor dominanti.

este 0.

Daca grad P > grad Q, atunci h Q(( )) = +oo , deci daca gradul numaratorului

este mai mare decat gradul num1torulu1, atunci 11m1ta lui Q(( )) este +oo daca coeficientii

termenilor dominanti au acelasi semn, respectiv —co dacd coeficientii termenilor
dominanti au semne opuse.

Exemple. 1.
b 2nt - Bnd5 n?(2-3;+55) 2
neo3n2 4 6n —1 s n2(3—|—6———) T3
2.
mrdn?—n+2  n(14dg— h+205) 1
n n




LS Adn—6 w543 — 5

im =0-5=0.
oo S HAn+1 - noeopd(1 441 4+ L)

1.3 Limita girului (4"),>0

Este usor de observat ca
lim g" = oo, pentru g > 1.

n—oo

Exemple. lim2" = lim (3.5)" = lim (\/E)n = co.
n—o0 n—oo n— 00

De asemenea, pentru g = 1,

Iim1" =1
n—o0

(nu este caz de nedeterminare, deoarece 1" = 1 pentru orice n € IN).
Se poate demonstra ca

limg" =0, pentrug € (—1,1).

n—o0

1\" 1"
Exemple. 1111—I>I<}o <§> =nlgrolo (_41) =0.

Fie acum g € (—o0,—1). Cum g?* — oo iar g***! — —oco, urmeazi cd nu existd
lim g". Se observa in mod analog ca nu exista lim 4" nici pentru g = —1.
n—o00 n—o0

Exemple. lim (—3)" nu existd; lim (—7.25)" nu exista.
n—o00 n—o00

Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmétoarea forma prescurtata

nu existd, dacig < —1

dacs 1,1
lim g — 0, acig € (—1, )
n—oo 1, dacéq =1
+o0, dacdg > 1

1.4 Operatii cu siruri care au limite

In cele ce urmeaza, se va observa ca proprietatea unor siruri de a avea limit4 se pastreaza,
in anumite conditii, dupd efectuarea operatiilor uzuale de sumd, diferentd, produs
cu o constanta, produs termen cu termen, inversare, raport termen cu termen. Se
poate spune si ca operatiile uzuale comuta (daca sunt respectate anumite conditii) cu
operatia de calculare a limitei.

Teorema 1.1. Fie (xy),>0 $i (Yn)n>0 doud siruri de numere reale cu limitd astfel ca

nh_I>I<>lox" =x, nlgroloyn =y, sifiec € R. Atunci



1. li_r)n (Xn +yn) = li_r)n Xn + lgnyn =x+y, daci{x,y} # {—o0,c0}
n—,oo n—,o00 n—,o00
(limita sumei este egald cu suma limitelor).

2. lgn (cxy) =c hm X, = cx, dacil ¢ # 0, sau pentru orice ¢ dacd x ¢ {—o0,00}
n—oo

(operatia de mmul;fzre cu o constantd comutd cu operatia de calculare a limitei).

3. lim (xuy,) = lim x, - hmyn = xy, dacd {x,y} # {0,00}, {x,y} # {0, —oc0}

n—00 n—oo
(limita produsului este egala cu produsul limitelor).

1 __1 _1 71
L = Ty = o 0 Jim o 70

(limita inverselor este egali cu inversa limitei).

1.5 Siruri continand functia modul

Pe langa operatiile uzuale, si aplicarea functiei modul comuta cu operatia de calculare
a limitei.

Teorema 1.2. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale. Atunci

1. Daci lim x, = 1, iar 1 € R, atunci lim |x,| = |I|.
n—00 n—r00

2. Dacii lim x,, = 0, atunci lim |x,| = 0.
n—oo n—oo

3. Daci lim |x,| = 0, atunci lim x,, = 0.
n—oo n—oo

1.6 Proprietati ale sirurilor cu limita

Teorema ce urmeazd, numitd si teorema de trecere la limita in inegalitati exprima
faptul cd inegalitdtile (nestricte) dintre termenii a douad siruri se pdstreaza prin trecere
la limita.

Teorema 1.3. Fie doud siruri (xn)n>0 i (Yn)n>0 cu proprietitile
1. Existd un rang ng astfel ca x, <y, pentrun > ny.

2. limx, =x € R, l1myn—y€]R

n—00

Atunci x < y.

Inegalitdtile nestricte dintre termenii a doud siruri nu se pdstreaza neapdrat prin
trecere la limité Aceasta se poate observa considerand sirurile (x,),>0: X, = n}rz si

: = , pentru care x entru orice n > 0, dar lim x,, = limvy,, = 0.
(Yn)n=0t Yn = 537, P n < Yn pentru lim xy = Tim v,

Teorema de mai jos, numitd si teorema clestelui, ne permite sa calculdm limita unui
sir care poate fi incadrat intre alte doua siruri avand aceeasi limita.

Teorema 1.4. Fie trei siruri de numere reale (an)n>0, (Xn)n>0, (bn)n>0 cu proprietitile



1. Existd un rang ng astfel ca a,, < x, < by, pentru n > ny.

2. lima, = hmbn—IE]R

n—00

Atunci existd lim x,,, iar l1m N Xy = l.
n—oo

Exercitiu. Fie sirul (x,),>1: x4 = (= ) . Aratati ca h_r}n xn, = 0.
- n—oo

Solutie. Deoarece (—1)" poate fi —1 sau 1, dupd cum 7 este impar sau par, urmeazd cad

_ _ n
-1<(-1)"<1 = 1 T

n no T n
N . 1)"
Deoarece lim =} = lim 1 = 0 urmeazi ci si lim =0 .
n—soo n—soo’ n—oo M
.y .. . 1 _
Exercitiu. Fie girul (x;)y>1: ¥n = -7 =t nZ St n2 ;- Ardtati cd nll_r>ro10 xp = 0.

Solutie. Observam ca dintre cei n termeni continuti in suma care defineste x,,,
1

1
nZ+n

este cel mai mic, iar este cel mai mare. Urmeaza cd

n2+1
n- ! <x,<n-: ;
n4+n = "7 n2+1
iar deoarece lim#n - —-— = limn - 21 = 0, urmeaza ca de asemenea limx, = 0,
n—oo  NMotmM n—00 + n—soo

1
(xn)n>1 fiind incadrat intre sirurile (Ll),pl, (1)>1 cu limita 0.

1.7 Siruri convergente

Un sir (x,),>0 cu limitd finitd / se numeste sir convergent, spunandu-se si cd (x,),>0
este convergent catre /. Orice sir care nu este convergent se numeste divergent.

In acest sens, sirurile divergente pot fi deci giruri cu limita infinitd sau siruri fira
limita. In plus, orice subsir al unui sir convergent este convergent la aceeasi limita ca
si sirul initial. De aici, dacd un sir (x,),>0 contine un subsir cu limitd infinitd, sau doud
subsiruri cu limite diferite, atunci el este divergent.

Exemple. 1. Sirul (x,),>0: X, = 2" este divergent, deoarece are limita +oo.
2. Sirul (x,)n>0: xn = (—1)" este divergent, deoarece nu are limita.

14+(~1)"

3. Sirul (x)n>0: xn = —5——n este divergent, deoarece subsirul termenilor de
rang par (X, )n>0: X2, = 21 are limita +oo.

1.8 Operatii cu siruri convergente

In cele ce urmeaza, se va observa ci proprietatea unor siruri de a fi convergente se
pastreazd dupd efectuarea operatiilor uzuale de sumad, diferentd, produs cu o con-
stanta, produs termen cu termen, iar in anumite conditii se pastreaza si dupad efectuarea
inverselor sau a raportului termen cu termen.



Teorema 1.5. Fie (xy)y>0 $i (Yn)n>0 doud siruri convergente de numere reale astfel ca

11_r>n Xn = X, hm yn = y. Atunci sirul sumdi (xn 4F yn)n>0, sirul produs cu o constantd
n o

(cxn)n>0, € e IR si sirul produs (XnYn)n>0 sunt convergente, iar daci x #0six, #0
pentru orice n > 0, atunci si sirul inverselor (= ~)n>0 este convergent. In plus, au loc
relatiile

1. lim (x, +yn) = limx, + limy, =x+y
n—oo n—,oo n—oo
(limita sumei este egald cu suma limitelor).

2. lim (cx,) =c¢ hm N X, = CX
n—oo

(operatia de mmulﬁre cu o constantd comuti cu operatia de calculare a limitei).

3. lim (xyy,) = limx, - limy, = xy
n—oo n—oo n—oo
(limita produsului este egald cu produsul limitelor).

4, lim+ =1 — daca lim x 0
n—vooXn Jim x, n—oo ' a

(limita inverselor este egali cu inversa limitei).

1.9 Alte relatii intre convergentd, monotonie si marginire

In cele ce urmeaza, vom studia relatiile dintre proprietdtile de monotonie, marginire si
convergenta.

Teorema 1.6. Orice gir convergent este mdrginit.

Aplicand operatorul de negatie logica propozitiei de mai sus, obtinem teorema urmatoare.

Teorema 1.7. Orice sir nemidrginit este divergent.

Exemple. 1. Nu orice sir marginit este convergent.

Sirul (x4)y>0: xn = (—1)" nu este convergent, deoarece subsirul terme-
nilor de rang par (x2,),>0: X2, = 1 si subsirul termenilor de rang impar
(X241)n>0° X2p+1 = —1 au limitele diferite I; = 1, respectiv [, = —1. In

schimb, (x,),>0 este marginit, deoarece —1 < x;,, < 1 pentru orice n > 0.

2. Nu orice sir convergent este monoton.
irul P 1)

0, dar nu este monoton, luand alternativ atat valori pozitive, cat si negatlve.

este convergent la 0, deoarece |x,| = -, iar hm ==

3. Nu orice sir monoton este marginit.
Sirul (x)n>0: Xn = 2n + 1 este monoton, dar nu este mérginit, fiind nemarginit
superior.

4. Nu orice sir monoton este convergent.
Sirul (xn)n>0: Xn = 2n + 1 este monoton, dar nu este convergent, avand




limita +oco.

5. Nu orice sir marginit este monoton.
Sirul (x,)n>0: Xn = (—1)" este méarginit, dar nu este monoton, luadnd alterna-
tiv atat valori pozitive, cat si negative.

Dupd cum s-a observat deja, nici monotonia nici marginirea unui sir (ca proprietdti de
sine statitoare) nu atrag convergenta acestuia. Totusi, dacad aceste proprietdti au loc
impreund, atunci convergenta sirului este asigurata.

Teorema 1.8. Orice sir monoton si mdrginit este convergent.




AM1, Curs 4

Siruri de numere reale (continuare)

1 Un sir cu limita numarul e

n
Vom considera in continuare sirul (x,),> : X, = (1 + %) , cdruia ii vom demonstra

convergenta. Mai intdi, are loc urmatorul rezultat.

n
Teorema 1.1. Fie (xy),>1: Xp = (1 + %) . Atunci (x,)n>1 este strict crescitor gi
mdrginit.

Fiind monoton si mérginit, (x,),>1 este convergent. Prin conventie, se noteaza cu
e limita sa, unde e = 2.71828....
Din teorema de mai sus se obtine urmatoarea egalitate importanta

1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n

De asemenea, se observa ca

n

—n n
lim (1—1) :hm%:hm( " ) = lim
n—0o n n—00 (n—l n—oo \ 11 — 1 n—00
_= e/
deci

1 —n
lim (1 — —) =e.
n—o00 n

Cateva consecinte importante motivate de rezultatelele deja obtinute sunt indicate
in cele ce urmeaza.

Teorema 1.2. Au loc urmdtoarele proprietiti.

1. Fie (pn)n>0 un sir de numere reale strict pozitive cu li_r)n pn = —oo. Atunci
- n—oo
Pn
lim (1 + i) =e.
n—»00 Pn
2. Fie (my)y>0 un sir de numere reale strict negative cu 1i_r>n m, = —oo. Atunci
- n—oo
My
lim (1+:5) " =e.
n—o00 n

1
3. Fie (zn)n>0 un sir de numere reale nenule cu lim z, = 0. Atunci lim (14 z,)= =
e 7 n—oo n—oo




Exemple.

lim ( n ) — lim (1+—> — lim

n—oo \ 21 — 1 n—co 2n — 1 n—00

2 T
14—
( +2n—1>

2n—1 ] 42,,2,1 (n+1)

2n+2

2n—1 1220an1
— 1 14+ 2 2| .
~ e m—1 =e
Aici,
2
(Zn)n>112n = o 0 pentru n — co.
2n2 —n+1 2 n n+2
li — i 1
ng%o(2n2+n+1) n1—r>rolo< 27’12—|-1’l—i—1>
i 2 szizrrl_ 2n£f:+1 (n+2)
— i 1—
e ( 2n2 +n+1
] S w2 an
[ TR I ey
— lim | (1 2n o
- e 22 +1n+1
" |
= eil = —.
e
Alidi,
(zn) 1Zp = 21 — O pentrun — oo
n)n>1 - n—2n2+n+1 P .

2 Criterii de majorare-minorare

Se va observa cd dacd termenii unui sir (x,),>0 pot fi minorati cu termeni ,,oricat de
mari” ai unui sir (a,),>0 (1-e. (an)n>0 are limita +o00), atunci ei sunt de asemenea
,oricat de mari” (i.e. (x,),>0 are tot limita +00). De asemenea, dacd termenii unui
sir (x)n>0 pot fi majorati cu termeni ,,oricat de mici” ai unui sir (by),>0 (-e. (bn)n>0
are limita —o0), atunci ei sunt de asemenea ,,oricat de mici” (i.e. (x,),>0 are tot limita
—00).

Teorema 2.1. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale.
1. Dacd existd un sir de numere reale (ay,),>0 cu proprietatea ci lim a, = 400 si un
- n—00

rang n, € N astfel ca a, < x,, pentru orice n > n,, atunci nh_rg(}o X, = +o0.

2. Daci existid un sir de numere reale (by),>o cu proprietatea cd lim b, = —oo si un
- n—oo




| rang n, € N astfel ca x,, < b, pentru orice n > ny, atunci lim x,, = —oo. |
n—oo

| Exercitiu. Fie sirul (x,),>0: X, = n+ (—1)". Demonstrati cd lgn Xy = oo.
- n—oo

Solutie. Are loc inegalitatea x, > n — 1 pentru orice n > 0, iar li_r>n (n—1) = oo, de
n—oo

unde concluzia.

Pentru a ardta cd limita unui sir (x,),>0 este | € R, poate fi studiatd diferenta
dintre termenii sirului si limita acestuia. Teorema urmadtoare afirma faptul cd daca
aceasta diferentd poate fi estimatd potrivit, cu valori din ce in ce mai mici (¢, de mai
jos poate fi inteles ca o eroare de aproximare), atunci intr-adevar sirul (x,),>¢ are limita

L.

Teorema 2.2. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale si | € R. Dacd existd un sir (ay),>0 de
numere reale pozitive si un rang oarecare ny € IN astfel ca

|xn — 1| < &y, pentru orice n > ny, iar ,}i_{{}o“” =0

atunci lim x,, = [.
n—oo

2n+3
n+1 -

Exercitiu. Fie sirul (x,),>0: X, = Ardtati cd lim x,, = 2.
- n—oo

Solutie. Are loc relatia

0.

|x, —2| = T 1arnh_r>rolon+1 =
De aici, lim x,, = 2.
n—r00

Exercitiu. Fie sirul (x,),>1: x, = 3. Demonstrati cd lim x, = 0.
- n—00

Solutie. Au loc relatiile

deci lim x;,, = 0.
n—oo

2.1 Produsul dintre un sir convergent la 0 si un sir marginit

In general, nu se poate afirma nimic despre convergenta sau divergenta produsului
dintre un sir convergent si un alt sir care nu are neapadrat limita. Totusi, sub ipoteze
aditionale, are loc urmatorul rezultat.



Teorema 2.3. Produsul dintre un sir mirginit (x,)n>0 $i un sir (Y, )n>0 convergent la 0
este un sir convergent la 0.

Exercitiu. Fie sirul (x,),>1: x, = #3%. Demonstrati ca lim x, = 0.
- n—oo
Solutie.
sinn _ 1
Xy = =sinn - —.
n n

Cum —1 < sinn < 1, iar lim % = 0, primul sir este madrginit, iar cel de-al doilea este
n—oo

convergent la 0. Produsul lor, conform Teoremei 2.3, este un sir convergent la 0. In
concluzie, limita sirului din enunt este 0.

Xn+1

3 Criterii de convergentd utilizand raportul
Xn

Se poate deduce imediat urmatorul criteriu de existentd a limitei radicalului de ordin

n al unui sir dat. In acest mod, calculul unor limite care contin radicali de ordin »

se poate reduce la calculul unor limite de rapoarte, care pot fi mai simple decat cele

dintai.

Teorema 3.1. Fie (xy,),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Dacd existd lim x;‘c—:l =1le
= n—r 00

R, atunci existd si ;11520 Y, = 1.

Exercitiu. Demonstrati cd

1. lim {/n =1.
n—oo
Solutie. 1. Fie (x,)n>2: Xy, = n. Atunci lim% = lim”TJrl = 1, deci de asemenea
- n—oo “n n—00
lim /x, = lim {/n = 1.
n—00 " I’I*)oo\/—
- . : An+1
Convergenta si divergenta sirului (a,),>0: @, = [, pentru care raportul —~ are
2 a,
valoarea constanta | € [O, oo), au fost discutate anterior. In cele ce urmeaza, vom ob-
o . . . cie . Xn+1 ..
serva cd un sir cu termeni strict pozitivi (x,),>0 pentru care raportul "1 are limita

n
I, fara a fi neapdrat constant, are aceeasi convergentd sau divergentd cu (a,),>0, Cu
exceptia eventuald a cazului in care [ = 1.

Teorema 3.2. Fie (x,,),>0 un sir cu termeni strict pozitivi. Daci existd lim x"—:l =1le€
7 n—oo

R, atunci

1. Dacil € [0,1), atunci lim x, = 0.

n—00

2. Dacil € (1, 00|, atunci 1i_r)n X, = —00.
n o0




3. Dacil =1, atunci li_r}n X nu poate fi precizatd a priori cu ajutorul limitei raportului
n—oo
(spunem ci este un caz de dubiu).

Exercitiu. Determinati
. 2:4-6-...-(2n+2)
lim
n—ool-4-7-...-(3n+1)

2-4:6-...-(2n+2)

T47..(3n11) - Atunci

Solutie. Fie (x,),>0: Xn =

2-4-6-...-(2n42) - (2n+4)

. Xpyl . 147-.-(3nt1)-(3n+4) .. 2n+4 %
1-47-..-(3n+1)

deci lim x;,, = 0.
n—oo

3.1 Teoremele Stolz-Césaro

Teoremele urmadtoare, numite si Teoremele Stolz-Césaro, sunt aplicabile limitelor de
rapoarte de siruri de forma lim Z—Z, care pot fi reduse la calculul unor limite de rapoarte

n—00

de siruri de forma lim g”ﬁ—:g:, posibil mai simple, mai ales dacé (a,,),>0 si (bn)n>0 sunt
n—oovn - el

definite cu ajutorul unor sume. Ele sunt denumite respectiv Teorema Stolz-Césaro
pentru cazul de nedeterminare 8 si Teorema Stolz-Césaro pentru cazul de nedeter-
minare 2 pentru a indica situatiile uzuale de aplicabilitate, desi pentru cazul de nede-
terminare 3 numai limita numitorului este ceruta in mod explicit a fi +-co.

3.1.1 Teorema Stolz-Césaro pentru cazul de nedeterminare

Teorema 3.3. Fie (ay)y>0 i (bn)n>0 doud siruri de numere reale astfel incit

1. (bn)n>o este strict crescitor i lim b, = +o0.
- n—00

2. Existd lim 24— — ] ¢ R.
n—)oobn+1 bn

Atunci existi gi lim ¢* = 1.
n—oon

Exercitiu. Determinati

14+ V24 VB n
lim :
n=e0] 42434 ... +/n

Solutie. Fie

(an)p=0:an =14+V24+V3+...+n
(b)ps0 :byn =1+V2+V3+...+n



Deoarece by, 11 — by, = y/n > 0, urmeaza ca (by,),,>0 este strict crescator. Cum lim /n =
- n—oo

+00, urmeazd cd lim b, = +oo. In plus,
n—oo

1/
lim 224l 7 i Vntl
n—>oobn+1—bn n—oo 1/1/1_1_1 ’
deoarece lim /n = 1. Urmeazi cd de asemenea lim Z—Z = 0, deci valoarea limitei din
n—oo n—oo

enunt este 0.

3.1.2 Teorema Stolz-Césaro pentru cazul de nedeterminare 8

Teorema 3.4. Fie (ay,),>0 $i (byn)n>0 doud siruri de numere reale astfel incit

1. lima, = 0.
n—,oo

2. (bn)n>o este strict descrescitor i 1im b, = 0.
- n—o0o

3. Existd lim 2= =] € R.
n—00 bpy1—bn

Atunci existi si lim ¢* = 1.
n—oo“n

4 Caracterizarea analitica a limitei unui sir

Definitia cu vecinatdti a limitei unui sir, desi utild teoretic, este greu de verificat sau
folosit in aplicatii. Vom prezenta in cele ce urmeaza cateva caracterizari echivalente cu
un pronuntat aspect numeric, utile pentru demonstrarea unor proprietati verificabile
practic.

4.1 Siruri cu limita finita

Mai intai, este abordata situatia sirurilor convergente.

Teorema 4.1. Fie (xy,),>0 un sir de numere reale gi | € R. Atunci (xy,),>0 este conver-
gent citre | dacd gi numai dacd pentru orice ¢ > 0 existd un rang ne € IN astfel incit
|xn, — 1| < € pentru orice n > n.

Astfel, un sir convergent este “oricat de apropiat” de limita sa / de la un rang incolo.

4.2 Siruri cu limitd infinita
In continuare, este abordat situatia sirurilor cu limit infinitd, observandu-se c4 sirurile

cu limita +o0 au termeni ,oricat de mari” de la un rang incolo, respectiv sirurile cu
limita —oco au termeni ,,oricat de mici” de la un rang incolo.



Teorema 4.2. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci

1. (xn)n>o0 are limita +oo dacd si numai dacd pentru orice M > 0 existid un rang
ny € IN astfel ca x,, > M pentru orice n > npy.

2. (xn)n>0 are limita —oo daci si numai dacd pentru orice M > 0 existd un rang
ny € IN astfel ca x, < —M pentru orice n > np.

5 Puncte limitd ale unui sir
5.1 Subsiruri ale sirurilor marginite si nemarginite

A fost deja observat cd nu orice sir monoton este convergent. Totusi, cu ajutorul teore-
mei de convergentd a sirurilor monotone, putem arata cd din orice sir marginit se poate
extrage un subsir convergent, acest lucru reprezentand obiectul urmatorului rezultat,
numit si Lema lui Césaro.

Teorema 5.1. Orice sir marginit (x,),>o contine un subgir convergent.

In mod asemadnadtor, putem observa cd sirurile nemarginite contin subsiruri cu limita
infinita.

Teorema 5.2. Fie (x,),>0 un sir.

1. Dacd (x)n>0 este nemdrginit superior, atunci el contine un subsir cu limita +oo.

2. Dacd (xn)n>0 este nemdrginit inferior, atunci el confine un subsir cu limita —oo.

5.2 Multimea punctelor limita ale unui sir

Fie (x)n>0 unsir dat. Vom numi multimea punctelor limiti ale sirului (x,), >0, notatd
LE\/I x,, multimea tuturor limitelor de subsiruri ale lui (x,),>0.
n o0 =

Mai intéi se observa cd mulfimea punctelor limita ale unui sir (x,),>0 dat este tot-
deauna nevidd. Mai precis, dacd sirul este marginit, atunci el contine un subsir con-
vergent (Teorema 5.1), cu o limita oarecare /, iar in aceasta situatie / € LIM x,. Daca

n—o00

sirul este nemadrginit superior (respectiv superior), atunci +oco € LI_M xn (respectiv
n—,oo

—00 € LE\/I Xy), conform Teoremei 5.2.
n [ee)

Exemplu. Fie (x,),>0: ¥, = (—1)". Atunci LIM x; = {—1,1}. In acest scop, se
- n—oo

observa cd orice subsir cu limitd (care este iIn mod necesar finitd, deoarece (x,),>0
este marginit) (xx, )n>0 al lui (x,),>0 este constant de la un rang incolo, fiind un
sir convergent de numere intregi. Fiind constant de la un rang incolo, termenii sai
sunt toti egali cu 1 sau —1 incepand cu acel rang, iar (xj, ),>0 poate avea fie limita
1, fie limita —1.

Conform definitiei, se pot observa urmatoarele proprietati.



1. Dacd o infinitate de termeni ai unui sir (x,),>0 sunt egali cu un acelasi numar
real x, atunci putem construi un subsir convergent la x cu termenii in cauza, deci
x € LIM x,,.

n—o00

2. Dacd un sir (x,),>0 are limita /, finitd sau nu, atunci! € LIM x,,, pe post de subsir
- n—oo

convergent la I putand lua chiar sirul (x,),>0.
3. Exista siruri care au o infinitate de puncte limitd. De exemplu, pentru
(Xn)n>0:1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...,1,2,3,...n,...,

orice numdr natural este punct limitd, intrucat (x,),>o contine toate numerele
naturale, repetate de o infinitate de ori.

Teorema 5.3. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci (x,),>0 are limitid dacd gi

numai dacid LIM x,, se reduce la un singur element.
n—00

5.2.1 Limita superioara si limita inferioara a unui sir

Fie (x,)n>0 un sir de numere reale. Vom numi atunci limitd superioard a sirului
(Xn)n>0, Notatd lim supx, sau lim x,, cel mai mare punct limita al sirului (x;),>0. Sim-
N n—00 n—oo -
ilar, vom numi limita inferioara a sirului (x,),>0, notatd lim infx,, sau lim x,, cel mai
N =0 n—00
mic punct limita al sirului (x;),>0. Urmeaza ca

lim infx,, < limsupx;.
n—eo n—00

Exemplu. Fie (x,),>0: X, = (—1)". Atunci LI_>M x, = {—1,1},iar
- n—oo

liminfx, = —1, limsupx, = 1.
n—roo n—oo

Cu aceste notatii, dacd (x,),>0 este nemadrginit superior, atunci limsupx;, = +oo,
n—,oo

iar dacd (x,),>0 este nemdrginit inferior, atunci lim infx,, = —oo. In plus, Teorema 5.3
- n—00

se poate reformula atunci sub forma urmatoare.

Teorema 5.4. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci (x,),>0 are limitid daci gi

numai dacd lim infx,, = lim supx,,. In aceastd situatie,
n—oo n—00

lim x;,, = liminfx, = lim supx.
n—o00 n—o00 71—>00
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Siruri de numere reale (continuare)

1 Siruri fundamentale (Cauchy)
Reamintim mai intéi cd are loc urméatoarea teorema.

Teorema 1.1. Fie (x,),>0 un sir de numere reale si 1 € R. Atunci (x,),>0 este conver-
gent citre | dacd gi numai daci pentru orice ¢ > 0 existd un rang ne € IN astfel incit
|xn, — 1| < € pentru orice n > n.

Astfel, un sir convergent este “oricat de apropiat” de limita sa I de la un rang incolo.

In cazurile in care ins3 limita unui sir este dificit de intuit sau determinat numeric,
poate fi util un criteriu de convergentd care sd nu faca apel la determinarea limitei
sirului. Consideratiile de mai jos permit demonstrarea convergentei unui sir fard de-
terminarea limitei acestuia.

Fie (x4)y>0 un sir. Spunem ca (x,),>0 este sir fundamental, sau sir Cauchy, daca
pentru orice ¢ > 0 existd un rang n, € IN astfel incat |x, — x| < € pentru orice
m,n > Ne.

Echivalent, (x,),>0 este sir Cauchy dacd pentru orice ¢ > 0 existd un rang n, € N
astfel incat |x, — xn+p| < e pentru orice n > n, si orice p > 0. Intuitiv, intr-un sir
Cauchy toti termenii sunt apropiati unul de celdlalt de la un rang incolo.

Are loc atunci urmdtoarea teorema.

Teorema 1.2. Fie (x,),>0 un sir de numere reale. Atunci (x,)n>0 este sir Cauchy daci
si numai dacd este convergent.

Exercitiu. Fie (x,);>1: xn = 1+ % + % +...+ % Demonstrati cd (x,),>1 nu este
convergent.

Solutie. Vom ardta cd (x,),>1 nu este sir Cauchy. Sa presupunem prin reducere la
absurd cd (x)n>1 este sir Cauchy. Conform definitiei sirului Cauchy, aplicata pentru
€ = 3, existd un rang n; € N astfel ca |x, — x| < 1 3 pentru orice m,n > n. In
particular, pentru m = 2n, urmeaza cd

1 .
|2 — x| < 3 pentru orice n > n;.

De asemenea,

n+1+n+2

1 1
|xn - x2n| =

contradictie. Urmeaza ca (xy,),>1 nu este sir Cauchy, deci nu este nici convergent.

Observatie. Conform celor de mai sus,

) 1 1 1
Iim (1+=4+=>+...+~= | = +o0.
n—so0 2 3 n



Exercitiu. Fie (x,),>1: X, = 5% + cos2x 4 4 €. Demonstrati ca (x,,),>1 este

22
convergent.

Solutie. Vom arita cd (x,),>1 este sir Cauchy. Mai intai, observdm c&d au loc ine-
galitatile

_|cos(n+1)x  cos(n+2)x cos(n + p)x
Xt = Xl = | = S TE = i T =
< cos(n+1)x cos(n+2)x cos(n+p)x
- on+1 n+2 on+p
_ 1 1 L1 (1 1
_W—FW—F...—FZ”—_FP—ZH& +§+...+F
1 1—5 1 1
:2114—11_% <2n+1-2:2—n.

Fie ¢ > 0. Deoarece lim zln = 0, existd un rang n, € IN astfel ca % < g pentrun > n.
n—oo
De aici,

|Xn4p — xu| < € pentru orice n > n si orice p > 0.

Urmeaza ca (x,),>1 este sir Cauchy, deci este convergent.

Proobleme recapitulative. Determinati valorile urmatoarelor limite de siruri:
D) lim /2743757 2) lim L (5 + s+ 1)

2 Serii numerice

Date fiind numerele reale xq, x1, ..., x;, In numar finit, suma lor xo + x1 + ...+ x;,; se
poate calcula fara dificultate, dupa regulile uzuale. Extinderea notiunii de suma pentru
multimi infinite de numere nu este insd la fel de imediatd. Acest lucru se poate observa
incercand sa se calculeze suma

I+ (=) +1+ (=) +...+1+(=1)+...
(termenii sumei sunt, alternativ, 1 si —1). Gruparea in modul
1+(-1)+Q+(-1))+...+A+(-1))+...,

in care suma termenilor din fiecare grup este 0, poate conduce la ideea ca valoarea
acestei sume este 0. De asemenea, gruparea in modul

I+(-D)+D)+(-D)+D)+...+((-1)+1)+...,

poate conduce la ideea cd valoarea acestei sume este 1; desigur, asocierea a doud valori
distincte pentru o aceeasi suma de numere reale reprezinta o situatie inacceptabila. In
special, din cele de mai sus se observa faptul cd in cazul adundrii unui numar infinit
de numere reale nu are neaparat loc proprietatea de asociativitate.

2



In lipsa proprietitii de asociativitate, singura posibilitate de calcul a unei sume in-
finite rdimane de a aduna termenii din suma unul cate unul. In concluzie, pentru a
calcula o suma de forma

Xo+X1+Xo+...+Xp+ ...

vom determina

So=x0, Si1=x0+x1, S2=x0+x1+x,...,
Sp=xo+x1+x20+...+xy,,...

si vom incerca sd extragem informatii despre comportarea sirului (S;),>0, utilizdnd
aceste informatii pentru determinarea sumei.

Numim atunci serie numerica de termen general x, (sau, mai simplu, serie de
termen general x,) cuplul ((x,),>0, (Sn)n>0) format din sirul (x,),>0 al termenilor
seriei si sirul (Sy,),>0 al sumelor partiale, definit dupa regula

Sy =xp+x1+x24+...4+ x4

In aceasta situatie, x,, se va numi si termenul de rang n sau indice 7 al seriei. Vom nota
o serie de termen general x,, prin

Xo+x1+xX20+...+x5+...,

sau, sub forma prescurtatd, prin
(o]
>
n=0

Dacd primii k termeni xg, x1, . . ., Xx_1 nu sunt definiti, vom nota seria de termen general
Xy prin
xk+xk+1—i—xk+2+...—i—xn—i—...,

respectiv prin
[0,0]
Y X
n=k

Notatiile de mai sus sugereazd si denumirea de ,sumad infinitd” pentru o serie, desi,
conform exemplului anterior, sumele infinite de numere reale nu au neaparat aceleasi
proprietati ca si sumele finite de numere reale, aceastd denumire nefiind deci intrutotul
justificata.

Serii convergente, serii divergente

(o]
Spunem c4d seria Z x, este convergentd dacd sirul sumelor partiale (S;,),>0 este con-
n=0

[ee]

vergent, respectiv cd seria Z x, este divergentd dacd sirul sumelor partiale (S,),>0

n=0
este divergent. Dacd sirul sumelor partiale (S,),>0 are limitd, atunci lim S, = S € R
- n—o0
(0] oo
se va numi suma seriei Z Xp. Seriilor Z X, pentru care sirul sumelor partiale (S, );,>0
n=0 n=0

nu are limitad nu li se asociaza nicio suma.



(o]
: : 1 Do
Exemplu. Fie seria ) o Termenul general al acestei serii este x, = 2. Sub
n=0

forma desfdsuratd, seria se poate scrie in modul urmator

Deoarece

urmeaza ca

(e°]
deci seria Z on este convergentd, iar suma sa este 2.
n=0

(e
Exemplu. Fie seria Z n. Termenul general al acestei serii este x,, = n. Sub forma
n=0
desfasuratd, seria se poate scrie in modul urmator

0+14+24+...+n+....

Deoarece 1
n(n+

urmeaza ca
lim §;, = o0,
n—00

(e°]
deci seria Z n este divergentd, iar suma sa este +oco.
n=0

In cele ce urmeazd, vom preciza conditii pentru a stabili dacd o serie data este sau
nu convergentd, acolo unde este posibil determinandu-se explicit si suma seriei.

Sume calculabile exact
[0,]
Seria )_ ¢"
n=0
Termenul general al acestei serii este x,, = 4. Dacd q # 1, atunci
qn—i—l -1

Sn:JCOerle...ern:1+q+.,_+q”:qf1

4

in vreme ce dacd g =1, atunci S, = n + 1.



o0

Urmeazd atunci cd seria Z q" este convergentd pentru g € (—1,1), cu lim S, =
=0 n—00

1 A
——, deoarece li_r>n g = 0 pentru g € (—1,1). In concluzie,
— n—oo

Y q" = 11—q, pentrug € (—1,1).
n=0 o

(0]
De asemenea, pentru g = 1 seria Z q" este divergentd, deoarece 1131 (n+1) = +oo,
n—0 n—o0
iar
(o)
g" = 400, pentrug = 1.
n=0
Dacd g € (1,4), atunci lim S, = oo, deoarece limg""! = 400 pentru g €
n—o00 n—o00
o0
(1,00), iar ) _ " este divergentd. In concluzie,
n=0

Y 4" = +oo, pentru g € (1,+00).
n=0

Daci g € (—oo, —1], atunci lim S,, nu exists, deoarece lim g" ™! nu existd pentru g €
n—00 n—o0
(e9)

(—oo, —1], iar Z q" este divergentd, acestei serii neputadndu-i-se asocia o suma.

n=0
Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmadtoarea forma prescurtata

o nu este definitd, dacdg < —1

1 <
q" = = dacig e (—1,1).
n=0 +o0, dacig>1
[e) 3;1
Exemplu. Fie suma Z TR Atunci termenul general al acestei serii este
n=0

3" 3\"
5=

24_71:71;0(1) - =

3
n=0 1

de unde

S| =

(_1);12311

o Atunci termenul general al acestei serii este

Exemplu. Fie suma Z
n=0

=Y (S ()




de unde

Serii telescopice

(e ) ()
Fie seria Z Xp. Spunem cd seria Z Xy, este o serie telescopicd daci exista sirul (a, ), >0,
n=0 n=0
astfel ca

Xp = &y — &yy1 pentruoricen > 0,

adicd existd un sir pentru care termenul general al seriei se poate scrie ca diferenta a
doi termeni consecutivi ai acestui sir, primul cu acelasi indice ca si indicele termenului
general al seriei. In aceasta situatie,

n
Su=Y x¢=(ap—a1)+ (a1 —az) +...+ (an — api1)

=4ag — ai’l+1/

[ee]

de unde seria Z x, este convergentd dacd si numai dacd (ay,),>0 este convergent. In
n=0
aceasta ultima situatie,

nzoxn —nlglgo( ap — any1) = ao — I,

unde lima, = L.
n—oo

Exemplu. Fie seria Z
=0 (m+1)(n+2)

Observam ci

. Atunci termenul general al sumei este x,, =

1

(n+1)(n+2)"
. 1 _m+2)-(m+1 11
T n+1)(n+2)  (m+1)(n+2)  n+l n+2
de unde
1 1 1 1 1
”_Zx" <__§)+(§_§>+'”+(n+1_n+2)
B 1
N n+2
iar

i = lim (1- ! =
= (n+1)( n+2) n—o0 n+2



> 1
2.1 Divergenta seriei —
vergent n;"

A fost demonstrat ca sirul

1 1
(Swhnz1 2 =145 4. 4~

nu este sir Cauchy. Cum acesta este sirul sumelor partiale asociat seriei Z —, urmeaza
n=1

ca seria 2 — este divergentd. Seria de mai sus se numeste si seria armonica, intrucat
n=1
tiecare termen al seriei este media armonica a termenilor care-1 inconjoard, adica

-2 pentru orice n > 1.
Tt
n—1 n+1

=

2.2 Limita termenului general

o0 o0
Teorema 2.1. Fie ) xy, 0 serie datil. Dacil Y _ x,, este convergentd, atunci lim x, = 0.
n—oo
n=0 n=0

o]

Proof. Fie Z Xy O serie convergentd, cu suma I. Deoarece
n=0

Xp = Sy — Sy—1 pentru orice n > 1,

iar lim S, = lim S,,_1 = [, urmeaza concluzia. |
n—00 n—00

Se observa de aici cd daca lim x, nu exista, sau exista si nu este 0, atunci seria data
n—oo

nu este convergentd. Se obtine deci urmatorul rezultat.

(ee]

Corolar 2.1.1. Fie Z Xp 0 serie datd. Daci hm 0 Xy 11 existd, sau existd si nu este 0, atunci
n=0
seria datd este divergenti.

Exercitiu. Demonstrati ca urmatoarele serii sunt divergente:
0 1 311-"-% 0 on 4 5n 0 X
DY (145) 7 DL grrrger YL VR
n= n=

Solutie. Putem calcula limita termenului general in fiecare dintre aceste cazuri. Cum

3nt 4

1 37’l+% 1 2n| " 2n 3
i (1) =m|(1eg) | =0



seria Z (1 + ﬂ) este divergentd. Se observa ca

n=1

245 52+ 1
P T T Rl 1) 5 £0,

deci seria 2 +
n=0

o1 5arl este divergenta. De asemenea

lim /7 = 400 # 0,

n—o00

[o°]
deci si seria Z v/n este divergentd.

n=0
Se poate observa de asemenea faptul cd lim x, = 0 nu este o conditie suficienta
n—00
[0,]
pentru convergenta seriei Z x, (fiind doar necesara). In acest sens, se poate observa

n=0

! .. @ )
ca lim — = 0, dar totusi seria ) % este divergenta.
n—oonl =1
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Serii de numere reale (continuare)

1 Sume calculabile exact
1.1 Serii telescopice

o o
Fie seria Z Xn. Spunem cd seria Z X, este o serie telescopica dacd existd sirul (a,),>0,
n=0 n=0
astfel ca

Xp = &y — &yy1 pentruoricen > 0,

adicd existd un sir pentru care termenul general al seriei se poate scrie ca diferenta a
doi termeni consecutivi ai acestui sir, primul cu acelasi indice ca si indicele termenului
general al seriei. In aceasta situatie,

n
Sp = Zxk:(ao—a1)+(a1—a2)+...+(an—anH)

=49 — Ap+1,

(o]
de unde seria ) _ x, este convergentd daca si numai daci (a,),>0 este convergent. In
n=0
aceasta ultima situatie,

o0
ngoxn = lim (a9 — a41) = a0 — I,

unde lima, = L.
n—oo

Exemplu. Fie seria .
;0 (n+1)(n+2)

Observam ca

Atunci termenul general al sumei este x,, =

1
(n+1)(n+2)"

1 (42 —(n+1) 11
n+1)(n+2) (m+1)(n+2) n+1 n+2

1 1 1 1 1
S”_Zxk (__E)+(§_§>+"'+(n+1_n+2>

1
n—+2

Xn:

de unde

4




iar

0 1
; n+1)( n+2) nl—r>rolo< n+2)

2 Limita termenului general al unei serii convergente

o0 (0]
Teorema 2.1. Fie ) _ xy, 0 serie datil. Dacil Y _ x,, este convergentd, atunci lim x, = 0.
n=0 n=0 =09
o
Proof. Fie Z X, O serie convergentd, cu suma /. Deoarece
n=0
Xp = Sy — Sy—1 pentru orice n > 1,

iar lim S, = 11m Sn 1 = L, urmeaza concluzia. |

n—oo

Se observa de aici ca daca lim x,, nu existd, sau exista si nu este 0, atunci seria data

n—00
nu este convergentd. Se obtine deci urmatorul rezultat.

[ee]

Corolar 2.1. Fie Z Xy o0 serie datd. Dacd hm 0 Xy MU existd, sau existd si nu este 0, atunci
n=0
seria datd este divergentd.

Exercitiu. Demonstrati cd urmatoarele serii sunt divergente:

) 2 on+1 +5n+1’ 2) ng%) \S/ﬁ

Solutie. Se observa ca

2"+ 5" 5E ) 1
Jim T = g = 5 0,
514—&—1(5 + 1)
dedi seria T 215" " N
eCl Seria ZO W este 1vergenta. De asemenea
n=
lim v/n = 400 #£ 0,
n—00

oo
deci si seria ) v/n este divergents.
n=0
Se poate observa de asemenea faptul cd lim x, = 0 nu este o conditie suficientd
n—o0

(ee]

pentru convergenta seriei 2 x; (fiind doar necesard). In acest sens, se poate observa
n=0

1
cd lim — = 0, dar totusi seria 2 — este divergenta.
n—ool n=1"



2.1 Operatii cu serii convergente

Intrucat, asa cum s-a mentionat anterior, convergenta unei serii se defineste prin in-
termediul convergentei sirului sumelor sale partiale, se va observa ca proprietatea
unor serii de a fi convergente se pastreaza dupa efectuarea operatiilor uzuale de suma,
diferenta si produs cu o constanta.

(0] [e/e] [o/e]
Teorema 2.2. Fie Y xysi Y yu doud serii convergente de numere reale astfel ca ) x, =
n=0 n=0 n=0

o0 (0] (o)
Asi Y yn = B. Atunci seria sumi Y _ (Xn + yn) si seria produs cu o constanti Y _ cxy,
n=0 n=0 n=0
¢ € R, sunt convergente. In plus, au loc relatiile

(o) (0]

1. an—i—yn: Zx,ﬁ— Zyn:A—l—B;
n=0 n=0 n=0

o (o0}
2. ) cxp=c)_ x,=cA
n=0 n=0

Demonstratia este imediatd, utilizdnd proprietdtile operatiilor cu siruri convergente.

3 Serii cu termeni pozitivi
3.1 Monotonia sirului sumelor partiale

(0]
Fie Z Xy O serie cu termeni pozitivi. Deoarece
n=0

Sn+1 — Sy = Xpt1 2 0,

urmeaza ca sirul sumelor partiale (S,),>0 este monoton crescdtor. Acest lucru are
consecinte importante asupra convergentei unei serii cu termeni pozitivi, deoarece
dacd (Sn)n>0 este monoton, o conditie necesard si suficientd pentru convergenta sa
este ca el sd fie marginit superior.

Altfel spus, deoarece sirul sumelor partiale (S,),>0 este deja cunoscut ca fiind
monoton crescétor (ceea ce nu se intdimpld pentru serii cu termeni oarecare), convergenta
sau divergenta sa sunt mult mai usor de studiat).

3.2 Criteriul raportului

Un criteriu util pentru studiul convergentei unor serii cu termeni pozitivi, in special
a acelora pentru care termenul general contine produse, este criteriul raportului cu
limitd, indicat mai jos.

o0

Corolar 3.1. Fie Z Xn 0 Serie cu termeni strict pozitivi astfel incat existi
n=0

. X —
lim 2 — 1 e R,
n—o0 xn



Au loc urmdtoarele proprietiti:

o
1. Dacil < 1, atunci Z Xy este convergentd.
n=0

[e0]
2. Dacil > 1, atunci Z xy este divergentd.

n=0

o0
3. Daci | = 1, atunci natura seriei Z Xn nu poate fi precizatid cu ajutorul criteriului
n=0
raportului cu limitd.

Exercitiu. Studiati convergenta seriilor
> 2-5-8...(3n+2) > 2"n!
1
)2135 (2n+1)’ )Zn”'

n:

. Urmeaza cd

2.5-8...(3n+2)
1-3-5

Solutie. 1) Termenul general al seriei este x, = 2n+1)

2-5-8...(3n+2)(3n+5)

Xn+1 . 1.35..(2n+1)(2n+3)
Ay AT T 258, (ne)
135..(2n+1)
B limZ-5-8...(311—|—2)(3n+5) 1-3-5...2n+1)
~ ns01-3-5...(2n+1)(2n+3) 2-5-8...(3n+2)
— lim 3n+5 3 o1
Tabe2n43 27
= 2-5-8...(8n+2
deci seria ;) 135 Ezn i 1; este divergentd.
nyl
2) Termenul general al seriei este x, = Z Urmeaza ca
2" (n+1)!
Xn (n+(1)n+1) . 2l (1) a" . 2
lim 22 = lim m——7— = 1i T Ang = hm m
n—00 xn n—eo L n—s00 (n—|- 1) 2yl n—00 (1 1 %)
2
= — < 1’
e
=2 2"n!
deci seria ) | —— este convergenta.
n=0

3.3 Criteriul Raabe-Duhamel

Criteriul Raabe-Duhamel, mentionat in cele ce urmeazd, este in general utilizat atunci
cand aplicarea criteriul raportului conduce la un caz de dubiu. A se remarca faptul
Il ytilizat in cadrul
7l

Xn
+17

criteriului raportului) conduce la obtinerea unor situatii inverse de convergenta fata
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de cele obtinute in criteriul raportului, respectiv ,,/ > 1” pentru convergenta (in loc de
,1 < 1”7 pentru criteriul raportului) si ,,/ < 1” pentru divergentd (in loc de ,,/ > 1”
pentru criteriul raportului).

[o°]

Corolar 3.2. Fie Z Xn 0 Serie cu termeni strict pozitivi astfel incdt existd
n=0

limn( ol —1) =leR
Au loc urmitoarele proprietiti:

o0
1. Dacial > 1, atunci Z Xy, este convergent.
n=0

(e9)
2. Dacil < 1, atunci Z Xy este divergentd.
n=0
3. Daci | = 1, atunci natura seriei Z xn nu poate fi precizatid cu ajutorul criteriului
n=0
Raabe-Duhamel cu limiti.

L .= 1:3-5-...-(2n—1)
E itiu. Stud
xercitiu. Studiati convergenta seriei ,;1 4.6 o
1-3.5- 2n—1
Solutie. Termenul general al seriei este x,, = 716 (2n 5 ),de unde
1-3-5-...-(2n—1)-(2n+1)
Xn+1  2:46-..2n-(2n+2)
X, 1.3-5-...-(2n—1)
2.4:6-..2n
_1~3~5~...-(2n—1)-(2n+1) 2:4-6-...-2n
2:4-6-...-2n-(2n+2) 1-3:5-...-(2n—1)
_ 2n+1
S 2n+42°

Urmeazd ca lim x;—:l = 1, deci aplicarea criteriul raportului conduce la un caz de du-
n—00

biu. Atunci

242 1
ima (= —1) = lmn (272 1) = lim " =~ <1,
n—o0 Xpa1 n—r00 2n+1 n—oo2n + 1 2

deci seria datd este divergenta.

3.4 Criteriul radicalului

Urmatorul criteriu, numit si criteriul radicalului cu limita, este utilizat indeosebi pen-
tru studierea convergentei unor serii pentru care termenul general contine puterea de
ordinn (saun+1,2n..., etc.) a unui alt sir.
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[e9)
Corolar 3.3. Fie Z Xn 0 Serie cu termeni pozitivi astfel incit existi
n=0
lim /x, =1 € R.

n—00

Au loc urmitoarele proprietiti:

[e0]
1. Dacil < 1, atunci Z Xy este convergent.
n=0

o0
2. Dacil > 1, atunci Z Xy este divergentd.
n=0

(e°]
3. Daci | = 1, atunci natura seriei Z Xy nu poate fi precizatid cu ajutorul criteriului
n=0
radicalului cu limitd.

2n2 4+3n+1

© (32 4+2n—1\"
Exercitiu. Studiati convergenta seriei Z (rz—k—n) .
n=0

3n2+2n—1

n
m) . Urmeaza ca

Solutie. 1) Termenul general al seriei este x, = <

2 2 _ 1
2 —1\" 2 n- (34 =
lim /% = li (/(371 +2n 1) T 3nc+2n—1 n ( n nz)

= lim

00 o\l \2n2+3n+1 w02n?43n+1 o 3, 1

n— n— nc+sn + n—002n< 4 5n + n n2<2+z+p>
3
==->1
5 >
> (3n2+2n—1\"
deci seria n;) (2221—32_}_1) este divergenta.
o 1 n
Exercitiu. Discutati natura seriei Z (an + ) ,unde a > 0.
—o\n+2

: iy an +1\" . s

Solutie. Termenul general al seriei este x,, = 12 ) Urmeaza ca
1
o . fan+1\" . an+1 ”(”"'E)
am Y = lim, <n+2> = fim - _r}g]gon(1+%> =a

oo (an+T1\" < 1o L . 1

De aici, Z —— este convergentd dacd a € (0,1), respectiv divergentd daca
n=0

a> 1.



n
Dacd a = 1, urmeazi cd x,, = (Z—*é) , deci

_|_
N 1\ -+ ~t 1
lim x;;, = lim n = lim 1-— —e =12,
1—00 n—oo \ 114+ 2 H—00 n—+2 e

. & (n+1)" .
Urmeaza ca (x,),>0 nu este convergent la 0, iar Z <? este divergenta.
= n
n=0

1
3.5 Convergenta seriei —
vergent ngnp

. 1 S x
Termenul general al seriei este x, = —- Urmeazd cd
n

p
p 1+1) -1
limn( n —1) = limn((1+%) —1) = limﬁzp.

n—00 Xpa1 n—ro0 n—00 %

[ee]
Conform criteriului Raabe-Duhamel cu limitd, seria armonicd generalizata Z — este
n
n=0
convergentd pentru p > 1, respectiv divergenta pentru p < 1. Pentru p = 1 se obtine
seria armonicd uzuald, care este divergentd.

Discutia de mai sus poate fi sistematizatd sub urmdtoarea forma prescurtatd

i 1 ¢ divergentd, dacdp <1
— este .
= n convergentd, dacdp > 1

3.6 Criterii de comparatie

In cele ce urmeaza vom prezenta un set de criterii care permit analiza convergentei
sau divergentei unei serii cu termeni pozitivi date prin stabilirea unei relatii intre
termenii seriei si termenii unei alte serii a cdrei naturd este cunoscutd (deseori cu
seria armonicad generalizatd). Revenind la faptul ca, pentru serii cu termeni pozi-
tivi, convergenta acestora este echivalentd cu nemadrginirea sirului sumelor partiale,
interpretarea urmadtorului rezultat este imediatd: o serie ai cdrei termeni sunt mai
mari decat termenii unei serii ,nemarginite” (i.e., divergente) date este de asemenea

<77

,nemadrginitd” (i.e., divergentd), in vreme ce o serie ai cdrei termeni sunt mai mici decat

<7

termenii unei serii ,,marginite” (i.e., convergente) date este de asemenea , marginita
(i.e., convergentd).

o o
Teorema 3.1. Fie Z Xy i Z Yn doud serii cu termeni pozitivi. Dacd existdi N € IN
n=0 n=0
astfel ca
xp <Yyn pentruoricen > N,

atunci au loc urmidtoarele proprietiti.




o [ee]
1. Dacii Yy, este convergentd, atunci si Y _ x, este convergentd.

o0 [00]
2. Daci 2 X, este divergentd, atunci si Z Yn este divergentd.
n=0 n=0

(@) o
Date fiind ¢ € (0, o) si 0 serie cu termeni pozitivi Z Zn, Se observa ca seriile Z Zn
n=0 n=0

[e¢]

si Z czy au aceeasi natura. In aceste conditii, se poate obtine usor urmdtorul corolar
n=0
al teoremei de mai sus, numit criteriul de comparatie cu inegalitati.

(o) [ee)
Corolar 3.4. Fie Z Xp §i Z Yn doud serii cu termeni pozitivi si fie c € (0,00). Daci existd
n=0 n=0
N € N astfel ca

xXp < cyn pentru oricen > N, (1)
atunci au loc urmdtoarele proprietiti.

o0 o0
1. Daca 2 Yn este convergentd, atunci gi Z Xy, este convergentd.
n=0 n=0

o0 (e
2. Dacdi Z xn este divergentd, atunci si Z Yn este divergentd.
n=0 n=0

Exercitiu Studia’gi convergen’;a urmatoarelor serii:

VL 2L T

(o0]
iar seria Z 2— este Convergenta urmeaza ca seria
n=0

) 1
Solutie. 1) Deoarece P TER 2”

1
Y. este de asemenea convergenta.
n=0 n+2"

1 1 . -
l1ar seria Z — este Convergenta, urmeaza

1
< =,
\/ min+1 " Vit n? =
cd seria Z este de asemenea convergentd.
1vVnt+n+1

Putem atunci obtine urmatorul rezultat, numit criteriul de comparatie cu limita.

2) Deoarece

(e9) [e9)

Corolar 3.5. Fie Z Xn 0 serie cu termeni pozitivi gi Z Yn 0 serie cu termeni strict pozitivi
n=0 o n=0

astfel incat existd lim ;—Z =1 € R. Au loc urmitoarele proprietiti:
n—00

o0 [e0]
1. Dacil < oo, iar 2 Yn este convergentd, atunci gi 2 Xy, este convergenti.
n=0 n=0



(o) [e9)
2. Dacidl > 0, iar Z Yn este divergentd, atunci si Z Xy este divergentd.
n=0 n=0

(0] o0
3. Daciil € (0,00), atunci seriile Z Xp §i 2 Yn au aceeagi naturd.
n=0 n=0

5 . . . 1 1 A

In multe situatii, un bun termen de comparatie este seria Z T precizand
nP’ n
i

<77

comportarea ,aproximativda” a termenului general al seriei de studiat. De exemplu,

e}
- . Co 1
in studiul convergentei seriei Z ————— este utild comparatia cu Z —, intrucat
— n° —2n+1 nd
n=0 n=1

1 o1 N :
B o1 are comportarea ,,aprox1mat1vé” a lui — pentru n — oo, iar in studiul

n nd

este utild comparatia cu Z

convergentei seriei Z 2 Z
n \/—

nz\/ﬁ—n

n

Intrucat are comportarea ,, aproximativa” a lui .
nZy/n—n+1 P P nz\/— n\/ﬁ

Exemplu Studia’gi convergenta seriilor:

> n+2
1 ——

)Z 3+n )Zn2+6n—|—11
. : y R | = 1 : y
Solutie. 1) Vom compara seria datd cu seria Z — = Z —-. Se obtine ca

n=1V nd n=1 1’1%
1
n3_|_n . V 1’13 . 1

lim Y—~— = lim —— = lim =1¢€(0,00),
n—o0 \/% n—oo\/pd 4 n—oo\l 1 4+ %
o 1 . o0 1

de unde seriile ) | S si ) — au aceeasi naturd. Cum cea din urma este con-
n—1 VvVn’+n n=1 nz

. . . . . 1
vergentd, fiind o serie armonica generalizatd cu p = % > 1, urmeaza cd si 2 ——
m1vVnd+n
este convergenta.

2) Vom compara seria datd cu seria Z % Z —. Se obtine ca
n+2 2
2rentil 2 1+
lim"z%l—”+11 = limzn(n——i—) = lim ——"— =1¢€ (0,0),
n—oo - n—oons 4+ 6mn + 11 n%ool.kﬁ_}_ﬁ
= n+2

de unde seriile Z Z — au aceeasi naturd. Cum cea din urma este

W en 11 Ly

. . . . L. e n+2
divergentd, fiind o serie armonicd, urmeaza cd si Z

= m este divergenté.



AM1, Curs 7

Serii de numere reale (continuare)

1 Serii cu termeni pozitivi
1.1 Criteriul de condensare

Un criteriu util pentru stabilirea, intre altele, a convergentei seriei armonice general-
izate, sau a unor serii ai cdror termeni generali contin logaritmi, este urmatorul rezul-
tat, numit criteriul de condensare.

Teorema 1.1. Fie (x,),>0 un sir monoton descrescitor cu termeni pozitivi. Atunci seriile
(0] (e]

Y xusi Y 2"xon au aceeasi naturd.
n=0 n=0

Exercitiu. Studiati convergenta seriei Z

—nlnn

1
nlnn

Solutie. Deoarece (xy,),>2: Xy = ( ) este un sir monoton descrescdtor de nu-
2

o0

mere strict pozitive, urmeaza conform criteriului de condensare cd 2” 1 o =
n

n:2
1
Z nln?2

n=2

au aceeasi naturd. Cum Z este divergentd, fiind seria armonica mul-

nln
o0
tiplicata cu o constanta, urmeaza ca si Z este divergenta.

2 Serii cu termeni oarecare

[e )
Seria Z X, se va numi serie cu termeni oarecare daca are atat o infinitate de termeni
n=0
pozitivi, cat si o infinitate de termeni negativi.
o

Un caz particular de serii cu termeni oarecare sunt seriile alternante. O serie Z Xn
n=0

se va numi alternantd dacd termenii sdi sunt alternativ pozitivi si negativi de la un

rang incolo, adicd existd N3 € N pentru care x, = (—1)"a, pentru orice n > N3, unde

(an)n>0 este un sir de termeni nenuli cu semn constant. In concluzie, pentru o serie
[ee)

alternant3 Z Xy, fie x, = (—1)"a, pentru orice n > Ns, fie x, = (—1)"*1a, pentru
n=0
orice n > Nj, unde (ﬂn)nzo este un sir cu termeni strict pozitivi. In cele ce urmeaza,
conform faptului ca eliminarea unui numadr finit de termeni ai seriei nu modifica natura
acesteia, vom presupune acolo unde este necesar ca proprietatea de alternanta are loc
incepand cu primul termen al seriei.
Comparativ cu situatia seriilor cu termenilor pozitivi, pentru care studiul convergentei

se reduce la studiul marginirii sirului sumelor partiale, deoarece monotonia acestuia



este asiguratd a priori, situatia seriilor cu termeni oarecare este mult mai complicatd,
intrucat aceasta cale de abordare se pierde, sirul sumelor partiale nemaifiind monoton.
In concluzie, nici criteriile de convergenta obtinute anterior (criteriile de comparatie,
ale raportului si radicalului, s. a. m. d.) nu mai sunt valabile.

In situatia in care seria care are ca termen general modululul termenului general al
seriei initiale este convergentd, convergenta seriei initiale se va obtine din convergenta
acesteia din urma; desigur, convergenta celei de-a doua serii este mult mai simplu de
obtinut, fiind vorba despre o serie cu termeni pozitivi. In fine, pentru cazul particular
al seriilor alternante, convergenta acestora se poate obtine demonstrand monotonia
sirului obtinut prin eliminarea factorului alternant.

2.1 Serii alternante. Criteriul Leibniz

Pentru cazul particular al seriilor alternante, se poate observa ca are loc urmatorul
rezultat, numit criteriul lui Leibniz.

Teorema 2.1. Dacd (yn)n>0 este un sir monoton descrescitor si convergent la 0, atunci
o0

Y (—=1)"yy este convergentd.,

n=0

(o]
Exercitiu. Demonstrati cd seria ) _ (—1)"

1
n=0 V42

-1
Vn+2

este convergentd, conform criteriului lui Leibniz.

este convergenta.

Solutie. Deoarece (Y )n>0: Yn = este monoton descrescdtor si convergent la 0,

(o]
urmeazd cd seria y_ (—1)"

1
n=0 Vn+2

2.2 Serii absolut convergente

(=1)"

(o]
Cu ajutorul criteriului lui Leibniz, se poate observa cd seria Z este conver-

n=1 h
) o - © |(=1)" © 1 , .
gentd. Totusi, seria asociata a modulelor, Z —| = Z — este divergentd. In
n=1 n n=1 h
. (1" e - o | (=1)"
acelasi timp, seria Z;l 5 este convergenta, 1ar seria asociata a modulelor, Z;l T
n= n—=

(0]
1
) | — este de asemenea convergent.
n
n=1

Aceste exemple sugereazd o posibild clasificare a seriilor convergente in serii pentru

care seria asociatd a modulelor este convergentd, respectiv divergentd. In acest sens,
(o] (e°]
o serie convergentd Z Xy pentru care Z |x,,| este convergentd se va numi absolut

o0 o0

convergentd, in vreme ce o serie convergent Y _ x, pentru care ) _ |x,| este divergents
n=0 n=0

se va numi conditionat convergenta sau semiconvergenta. Din cele de mai sus, se

2



(=1)"

00 _1 n 00
observi ci seria ) ( 2) este absolut convergents, in vreme ce seria ) | ~—— nu
n=1 n=1
este convergenta (este conditionat convergentd, sau semiconvergentd).
Se observa de asemenea ca pentru serii cu termeni pozitivi notiunile de convergenta
si absoluta convergenta coincid, deoarece modulul unui numadr pozitiv este chiar numarul
in cauzd. In general, pentru serii cu termeni oarecare, convergenta nu implicad absoluta
o0
. . —1)"
convergentd, dupd cum se poate deduce din exemplul seriei Z (=1)
n
n=1
Totusi, are loc implicatia inversd, in sensul ca orice serie absolut convergentd este con-

vergenta.

de mai sus.

(e
Teorema 2.2. Dacii o serie Z Xn este absolut convergentd, atunci ea este si convergentd.
n=0

o0
o . . —1)" .
Exercitiu. Demonstrati cd seria Z (=1) este convergentd, fard a fi absolut con-

n=1 \/ﬁ

vergentd.

Solutie. Deoarece
=1

=Y 7

n=1

(=1)"
NG

o
B
n=1

_1\n
ca seria Z % nu este absolut convergentd. Ea este doar convergentd, conform
n
n=1

criteriului lui Leibniz (aplicat similar exemplului de mai sus).

3 Proprietiti topologice ale lui R

In cele ce urmeazs, vom studia unele proprietati ale multimilor din R. Astfel, vom car-
acteriza ,locul” unui punct in cadrul unei multimi (in limba greacd, ,,topos” inseamna
,1oc”) sau ,,apropierea” unui punct de o multime datd, clasificind de asemenea submultimile
lui R cu un numadr infinit de elemente dupa cum aceste elemente pot fi numarate sau

nu.

3.1 Puncte de acumulare
Reamintim mai intdi urmatoarele definitii.

1. Numim vecinitate a unui punct x € R orice multime M C R care contine un
interval deschis incluzandu-1 pe x, adicd pentru care existd a,b € R astfel ca

x € (a,b) C M.

2. Numim vecinitate a lui +oo orice multime M C R care contine un interval de
forma (a,0], cua € R.



3. Numim vecinitate a lui —oco orice multime V C R care contine un interval de
forma [—o0,a), cua € R.

Fie o multime A C RR. Vom spune cd 2 € R se numeste punct de acumulare al multimii
A dacd orice vecinatate V (oricat de mica!) a lui a contine puncte ale lui A diferite de
a, adica

YV eV(a), (V\{a})NA #Q.

Exemplul 1 a = 0 este punct de acumulare al multimii A = (0,1) deoarece orice
vecindtate V a lui 0 contine un interval I = (—¢,¢), ¢ > 0, deci si puncte ale lui (0,1)
diferite de 0. Altfel spus,

(VA{0})NAD(0,¢) # .

\
L~
~ ™
4

Y

Figure 1: A = (0,1), a = 0 este punct de acumulare.

Exemplul 2 2 = 3 nu este punct de acumulare al multimii A = (0,1) U {3} deoarece
vecindtatea V = (2,4) a lui 3 nu contine puncte ale lui A diferite de 3. Altfel spus,

(V\{31)nA=0.

>
3 4

=N

N T~

o1

Figure 2: A = (0,1) U {3}, 2 = 3 nu este punct de acumulare

Exemplul 3 2 = 40 este punct de acumulare al multimii A = IN deoarece orice
vecindtate V a lui +oo contine un interval I = (M, +o0], M > 0, deci si puncte ale lui
N diferite de +-oco. Altfel spus,

(V\{+oo)NA={[M]+1,[M]+2,...} £ .

I

Figure 3: A = N, a = +o0 este punct de acumulare

Din exemplele de mai sus se deduc cateva consecinte privind localizarea punctelor
de acumulare. Mai intdi, un punct de acumulare al unei multimi A poate s nu fie
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element al acelei multimi (exemplul 1). De asemenea, nu orice element al unei multimi
A este neapdrat punct de acumulare al acelei multimi (exemplul 2). Din cel de-al treilea
exemplu, se poate observa ca punctele de acumulare ale unei multimi pot fi si la infinit.
Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A se numeste atunci multimea
derivata a lui A si se noteazd A’, in vreme ce un element al unei multimi A care nu este
punct de acumulare al acelei multimi se numeste punct izolat al lui A. De aici se poate
observa cd a € A este punct izolat al lui A dacd existd o vecindtate V a lui A care nu
contine puncte din A.

Exemple. 1. Dacd A = (0,3) U {5}, atunci A’ = [0, 3], iar 5 este punct izolat al
lui A.

2. Dacd A = {0,1,2}, atunci A’ = @, toate elementele lui A fiind puncte izolate.

3. Dacd A = {1, %, %, cee, %, .. .}, atunci A’ = {0}, toate elementele lui A fiind
puncte izolate.

Alegand in mod potrivit in definitia unui punct de acumulare vecinatati V din ce in ce
mai mici se obtin puncte ale lui A diferite de a care sunt din ce in ce mai aproape de
a. In acest mod se poate obtine urmatoarea caracterizare echivalentd a unui punct de
acumulare cu ajutorul sirurilor, exprimand faptul ca o multime care are un punct de
acumulare a contine elemente ,,oricat de apropiate” de a si diferite de a.

Teorema 3.1. Fie A C R. Atunci a € R este punct de acumulare al lui A daci gi numai
dacd existd un sir {a, },~ de elemente ale lui A, diferite de a, cu limita a.

Din cele de mai sus, observand ca sirul {a, },,-, poate fi ales cu termenii diferiti intre
ei (vezi procedeul siu de constructie), deducem ci o multime A care are un punct de
acumulare a este in mod necesar infinita. In particular, o multime finitd nu are puncte
de acumulare, toate elementele sale fiind deci puncte izolate.

De asemenea, din aceeasi observatie se obtine in mod imediat urmatorul rezultat.

Corolar 3.1. Un punct a € R este punct de acumulare al unei multimi A C R daci gi numai
dacd orice vecindtate V € V(a) contine o infinitate de elemente ale lui A.

3.2 Puncte aderente

Fie o multime A C R. Vom spune ci a € R se numeste punct aderent al multimii A
daca orice vecindtate V a lui a4 contine puncte ale lui A, adica

YV eV(@a),VNA#Q.

Cum definitia unui punct aderent este mai putin restrictiva decat definitia unui punct
de acumulare (este necesar ca VN A # @, in loc de (V\ {a}) N A # @, cand cea din
urma relatie este satisfacuta, fiind satisfacuta in mod evident si cea dintai), urmeaza
cd orice punct de acumulare al unei multimi A este in acelasi timp si punct aderent al
acelei multimi.



De asemenea, deoarece a € V pentru orice V € V(a), urmeaza cia € V N A pentru
orice a € Asiorice V € V(a),deci VN A # @. De aici, orice a € A este punct aderent
al lui A.

Multimea tuturor punctelor aderente ale multimii A se numeste atunci aderenta
sau inchiderea multimii A si se noteazd A. Din cele de mai sus se observa cd A C A si
A’ CA.

In mod analog Teoremei 3.1 se poate demonstra urmatorul rezultat, care afirma
faptul ca A contine, pe langd elementele din A, si limitele de siruri cu termeni din A.

Teorema 3.2. Fie A C R. Atunci a € R este punct aderent al lui A dacii si numai dacit
existd un sir {ay },,~ de elemente ale lui A, cu limita a.

Exemple. 1. Daci A= {0,1,...,n},atunci A = A.
2. Dacd A = (0,1), atunci A = [0, 1].

3. Dacd A = Q, atunci A = R, deoarece orice numir real este limita unui sir de
numere rationale, +oco este limita sirului (x,),>0: X, = n € Q, iar —oo este
limita sirului (x,),>0: xn = —n € Q.

3.3 Puncte interioare

Fie o multime A C R. Vom spune cd a € R se numeste punct interior al multimii A
dacd A este vecindtate pentru a. Deoarece A este vecindtate pentru a, rezultd cda € A,
adicd un punct interior al unei multimi apartine in mod necesar acelei multimi.

Conform definitiei vecindtatii unui punct, urmeazd cd a € R este punct interior al
lui A dacd existd (c,d) astfel caa € (c,d) C A, respectiv +o0 este punct interior lui
A dacd exista (¢, 00| astfel ca +o0 € (¢, 00] C A, iar —oo este punct interior lui A daca
existd [—oo,d) astfel ca —oo € [—00,d) C A. De asemenea, dacd A nu contine intervale,
atunci A nu are puncte interioare, neputand fi vecinitate pentru niciun punct al sdu. In
cele ce urmeazd, prin , interval deschis I” vom intelege un interval de tip (c,d), (c, o]
sau [—oo,d), potrivit cu situatia in care este utilizat.

Exemple. 1. a = } este punct interior al multimii A = [0,1) U2 deoarece a €
(0,1) € A, dar a = 0 si a = 2 nu sunt puncte interioare ale lui A, intrucat A
nu contine intervale deschise in care se afld 0 si 2, necontindnd nici numere
negative, nici numere mai mari ca 2.

2. A = Q nu are puncte interioare deoarece nu contine intervale.

Multimea tuturor punctelor interioare ale multimii A se numeste atunci interiorul
o

multimii A si se noteazd A. De asemenea, a € R se va numi punct exterior al multimii
A daca cA (complementara multimii A) este vecindtate pentru a.

4 Limita unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D € R — RR. Ne punem problema de a studia comportarea lui f
in apropierea unui punct dat xp € R, in sensul de a observa daca pentru valori x ale
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argumentului apropiate de xg valorile f(x) ale functiei se apropie si ele de o valoare
reala fixa sau sunt arbitrar de mari, respectiv arbitrar de mici.

Formulatd in acest sens, suficient de intuitiv dar relativ imprecis, problema necesita
unele clarificdri si restrictii. Din cele de mai sus, se poate observa faptul cd sunt de
interes valorile functiei f pentru argumente apropiate de xy si nu valoarea f(x) insasi.
De fapt, f poate nici sd nu fie definitd in x(, adicd nu este necesar ca xg sd apartind lui
D. Totusi, este necesar ca D sa contina valori x ale argumentului oricat de apropiate de
xp, adicd x( trebuie sd fie punct de acumulare al lui D. Mai mult, nu este necesar ca xg
sd fie finit, el putand fi —oo sau +-co.

Pentru o functie f : D C R — R si pentru xg € D’, vom spune cd functia f are
limita / € R in xo dacd pentru orice vecindtate V € V(I) existd o vecindtate U € V(xp)
astfel incat pentru orice x € UN D, x # xg, urmeaza c f(x) € V. In acest caz, vom
nota f(x) — I pentru x — xp sau xlg]g}() f(x) = 1, spunandu-se si ca f(x) tinde la !

pentru x tinzand la x.

Se observa ca dacd xp nu este punct de acumulare al lui D, adica daca x( este punct
izolat al lui D sau punct exterior lui D, atunci problema existentei limitei lui f in D nu
are sens, intrucat D nu contine valori ale argumentului x oricat de apropiate de xo.

De asemenea, intr-un mod similar demonstratiei rezultatului corespunzator privind
limite de siruri, se poate demonstra ca daca limita unei functii existd, atunci aceasta este
unicd.

Exemple. 1. Fief:(-1,1)U{2} = R, f(x) =x+1.

Atunci lim f(x) = 1, iar
x—0

lim f(x) = 2, problema v °
x—1

existentei limitei lui f in

xp = 1 avand sens, deoarece /
acesta este punct de acu-

mulare al domeniului de /
definitie, chiar dacd nu

1 1 2

X

apartine acestuia. In acelasi
timp, problema existentei
limitei lui f iIn xp = 2 nu are sens, deoarece acesta este punct izolat al
domeniului de definitie. In mod similar, problema existentei limitei lui f
in xp = 3 nu are sens, deoarece acesta este punct exterior domeniului de

definitie.
1 xe(01)
2. Fief:|0,1) = R, =< ’
e £ [0,1) > R, f(x) {Q rel




Atunci lim f(x) = 4oo, in
x—0

timp ce f(0) = 0, deci o Y
functie poate avea intr-un
punct dat o limita diferita
de valoarea functiei in acel
punct. In general, daci f :
D C R — R, iar xy €
D/, se poate intdmpla ca
lim f(x) # f(xo), adicd val- 8 .

X—Xp

oarea limitei unei functii intr-un punct poate fi diferitd de valoarea functiei
in acel punct. Functiile care verifica egalitatea xh_)n;g f(x) = f(xp) se numesc

wx

functii continue in x si vor fi studiate ulterior.
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Limite de functii

1 Limita unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D € R — IR. Ne punem problema de a studia comportarea lui f
in apropierea unui punct dat xy € IR, in sensul de a observa dacd pentru valori x ale
argumentului apropiate de xg valorile f(x) ale functiei se apropie si ele de o valoare
reald fixd sau sunt arbitrar de mari, respectiv arbitrar de mici.

Formulatd in acest sens, suficient de intuitiv dar relativ imprecis, problema necesitd
unele clarificdri si restrictii. Din cele de mai sus, se poate observa faptul cd sunt de
interes valorile functiei f pentru argumente apropiate de xy si nu valoarea f(x) insasi.
De fapt, f poate nici sa nu fie definitd in x(, adicd nu este necesar ca x( sa apartina lui
D. Totusi, este necesar ca D sa contina valori x ale argumentului oricat de apropiate de
xp, adicd x¢ trebuie sa fie punct de acumulare al lui D. Mai mult, nu este necesar ca x
sa fie finit, el putand fi —oo sau +co.

Pentru o functie f : D € R — R si pentru xp € D', vom spune ci functia f are
limita / € R in xg dacd pentru orice vecinitate V € V(I) existd o vecindtate U € V(xp)
astfel incat pentru orice x € UN D, x # xg, urmeaza ci f(x) € V. In acest caz, vom
nota f(x) — [ pentru x — xp sau xh_ggof(x) = [, spunandu-se si cd f(x) tinde la !

pentru x tinzand la x,.

Se observa ca dacd xp nu este punct de acumulare al lui D, adica daca x este punct
izolat al lui D sau punct exterior lui D, atunci problema existentei limitei lui f in D nu
are sens, intrucat D nu contine valori ale argumentului x oricat de apropiate de xo.

De asemenea, intr-un mod similar demonstratiei rezultatului corespunzator privind
limite de siruri, se poate demonstra cd daca limita unei functii existd, atunci aceasta este
unica.

Exemple. 1. Fief:(-1,1)U{2} = R, f(x) =x+1.

Atunci lim f(x) = 1, iar
x—0

lim f(x) = 2, problema I °
x—1

existentei limitei lui f in
xp = 1 avand sens, deoarece /
acesta este punct de acu-

mulare al domeniului de /
definitie, chiar dacd nu

1 1 2

wx

apartine acestuia. In acelasi
timp, problema existentei
limitei lui f iIn xp = 2 nu are sens, deoarece acesta este punct izolat al
domeniului de definitie. In mod similar, problema existentei limitei lui f in
Xp = 3 nu are sens.

2. Fief:[0,1) = R, f(x) = {?’




Atunci lim f(x) = 4oo, in
x—0

timp ce f(0) = 0, deci o
functie poate avea intr-un
punct dat o limita diferita
de valoarea functiei in acel
punct. In general, daci f :
D C R — R, iar xy €
D/, se poate intdmpla ca
lim f(x) # f(xo), adicd val- 8 .

X—Xp

oarea limitei unei functii intr-un punct poate fi diferitd de valoarea functiei
in acel punct. Functiile care verifica egalitatea xh_)n;g f(x) = f(xp) se numesc

wx

functii continue in x si vor fi studiate ulterior.

1.1 Teorema de caracterizare cu siruri

Teorema urmadtoare, denumita si teorema de caracterizare cu siruri a limitei unei
functii intr-un punct sau teorema de caracterizare Heine a limitei unei functii intr-
un punct, permite transferul proprietatilor si regulilor de calcul ale limitelor de siruri
la limite de functii.

Teorema 1.1. Fie f : D C R — R i xg € D'. Atunci f are limita | in xq (finitd sau
infinitd) daci si numai dacid pentru orice sir (ay)n>o cu limita xq astfel incit a, € D,
an 7 Xo pentru orice n > 0, urmeazii ci sirul valorilor (f(ay))n>0 are limita I.

1.1.1 Conditii suficiente ca o functie sd nu aiba limita intr-un punct

Conform teoremei de mai sus, se observa cd daca este indeplinita una dintre conditiile
urmdtoare, atunci functia f : D C R — R nu are limitd in xy € D'.

1. Existd doua siruri (a,),>0, (bn)n>0 cu limita x¢ astfel ca a,,b, € D, a,, b, # X
pentru orice n > 0, iar sirurile de valori (f(an))n>0, (f(bn))n>0 au limite diferite
ll §i 12.

2. Existd un sir (a,), > 0 cu limita x¢ astfel caa, € D, a, # xo pentru orice n > 0,
iar sirul valorilor (f(ay)),>0 nu are limita.

Exemplu. Functia f : R — R, f(x) = sinx nu are limita la +oco. In acest sens,
sd observam cd pentru sirul (a,),>0, 4n = 2n7, cu limita +oo, sirul valorilor
(f(an))n>o0 are limita 0, fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (by),>0, by =
% 4 2nm, de asemenea cu limita 4-co, sirul valorilor (f(by)),>0 are limita 1, fiind
constant egal cu 1.




b, f(b,) (b, f(b,))

O|(a, f(a) (a,ff(a,)) (a, f( ))

De fapt, cu un rationament asemanator se poate observa cd are loc urmatoarea pro-
prietate mai generala.

Teorema 1.2. Fie f : R — IR periodici si neconstantd. Atunci f nu are limitd la 400 sau
— 00,

In particular, teorema de mai sus atestd faptul ci functiile trigonometrice directe
uzuale nu au limita la 3-co.

1.2 Limite laterale

In situatia in care argumentul x se apropie de punctul x; dat doar prin valori mai mici,
respectiv mai mari decat xo, se obtine conceptul de limitd laterald.

Pentru o functie f : D € R — R si pentru xo € (DN (—00,xp))’ (adica pentru
xp punct de acumulare la stdnga al multimii D), vom spune cd functia f are limita la
stanga I; € R in x¢ dacd pentru orice vecinitate V € V(I;) existd o vecinitate U €
V(xq) astfel incat pentru orice x € UN D, x < xp, urmeaza cd f(x) € V. In acest caz,
vom nota

%ér%f( x) =1, sau xh/nJrCl f(x) =1;, sau f(xg —0) = I.
Similar, vom spune ci functia f are limita la dreapta l; € Rin xy € (D N (xg, +0))’
(adica pentru xp punct de acumulare la dreapta al multimii D) dacd pentru orice vecindtate
V € V(l;) existd o vecindtate U € V(xp) astfel incat pentru orice x € UN D, x > X,
urmeaza ca f(x) € V. In acest caz, vom nota

! — Iy, sau li ~ 1, 0) = 1.
ﬁlgfxggf() dsauxl\fgof(x) 4, sau f(xo+0) =1y

Limitele la stdnga si la dreapta ale unei functii intr-un punct xy se mai numesc si limite
laterale in xg.

x+1, x<0
Exemplu. Fie f : R = R, f(x) = ¢ 100, x = 0. Se observa cd, pentru xo = 0,
x+2, x>0
I = lim(x +1) = 1,iar l; = lim(x +2) = 2. Nicuna dintre cele doud valori nu
x—0 x—0

x<0 x>0
este insd egald cu 100, valoarea functiei in punct!




1.3 Limitele unor functii elementare
1.3.1 Limitele functiilor polinomiale

Fie P o functie polinomiala de grad k > 1,
P:R = R,P(x)=ax*+a_1x" 1+ ... +ax+ag, ap#0.

Se observa cd, valoarea limitei functiei polinomiale intr-un punct x; € R se obtine
calculand valoarea functiei polinomiale in acel punct.

Exemple. 1. lin;(3x2 +4x+5)=3-2244.2+5=25
x—

2. lim(4x®> —2x2 +6)=4-13—-2-12+6=8.

x—1

La fel ca si in cazul sirurilor, pentru calculul limitei li_r>n P(x) se va scoate factor
X— 0

comun fortat x* (k = grad P). Se obtine cd

QEIQOP(x) =o0-ap =

400, dacaa, >0
—o0, daciar <0’

Sd observam ca limita termenului de grad maxim al lui P este de asemenea

lim a;x* = oo - @ = lim P(x),
X—>00 X—00

de unde se poate remarca faptul cd limita la +co a lui P(x) este egali cu limita ter-
menului de grad maxim al lui P.
Cu un rationament similar, se poate obtine ca

lim P(x) = (—oo)k-ay

X——00

deci si limita la —co a lui P(x) este egald cu limita termenului de grad maxim al lui
p.

Exemple. 1. lim (x5 +3x%2 —2x+ 1) = (+00)° = +o0.

X—+00

2. lim (—2x3+3x2 — %x—i— V3) = —2(—0)3 = +o0.

X——00

1.3.2 Limitele functiilor rationale

Fie P, Q douad functii polinomiale de grad k, respectiv [, unde k,1 > 1,

P:R—R,Px)=ax* +a_1x5 1+ .. +aix+ag, a #0,
Q :1R—>1R,Q(x) = blxl—|—bl_1xlil+...—|—b1x—|—l’)0, b; # 0.

Se observa cd, datoritd proprietatilor operatiilor cu limite de functii si celor demon-
strate mai sus privitoare la limita unui polinom intr-un punct xy € IR, valoarea limitei
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functiei rationale intr-un punct xo € R in care nu se anuleazd numitorul se obtine
calculand valoarea functiei polinomiale in acel punct.
Daci xg este radacing a lui Q (Q(xg) = 0), atunci

o (PO _ iy (= X0)PPi(x)
x1—>xo (Q(x)) xl—>xo (x — x0)1Q1(x)”

unde p, g sunt ordinele de multiplicitate ale raddcinii x¢ pentru functiile polinomiale
P, respectiv Q, iar P;(xg) # 0, Q1(xp) # 0. Se obtine ca

0, P>
Py (xo) _
m (PG _ ) 2ty p=1
lim Q(x)) ~ Py (xo)
0 +°- 5y 17 P9 ppar
nu existd, q > p,q — p impar
Exemple. 1.
i o2+l 2242-241 13
x—22x4 —5x+9 2.24-5.249 31
2.
limx3—5x2+7x—3 B hm(x—l)z(x—?)) X3 2
=1 a3 —3x+2  xo1(x—1)2(x+2) x—1x+2 3
3.
limx2—4x—|—3_ im(x—l)(x—S) ~ lim x—3
=103 —=3x+2  xol(x—1)2(x+2) x=o1(x—1)(x+2)
Atunci lim ©—dx 43 nu existd, deoarece lim Codxts 2
x—1x3 — 3x + 2 ’ x;11x3—3x+2 -~ (0+)-3
X
—oo, iar limx2 —Axrs 72 400
S8 —3x+2 (0—)-3
x<1
Consideram limita lim (g((’;)) ) La fel ca si in cazul sirurilor, pentru calculul aces-
X—r00

teia se va scoate factor comun fortat x* de la numarator (k = grad P), respectiv x/ de la
numitor (I = grad Q). Se obtine ca

_ P(x) o a4+ ax 4 ag
lim = lim
Q(x) xX—00 blxl —|—bl,1xl_1 + ...+ bix+ by

X—r 00

1 1 1
xk ([Zk +ak71} + ... +a1xk—,1 +{ZOF>

= lim
X—> 00 xl <bl —|— bl—l% + P —|— bl% —|— bo%)
0, daca k < I
= lim xk_l% = Z—’;, dacak=1.

X—00 b!

+°o%’ daca k > 1



Sd observam ca limita raportului termenilor de grad maxim este de asemenea

k
apXx . _1a

lim X~ — = lim x* l—';,
x— by x X—00 b

de unde se poate remarca faptul cd limita lui % este egald cu limita raportului

termenilor de grad maxim ai lui P si Q, pentru x — +oc0. Cu un rationament similar,
se poate obtine cd acelasi lucru se intampld si pentru x — —oo.

Exemple. 1.
po 3P Art2 L P(B+4r+25) 3
x—002x2 —3x 4+ 1 x—veo x2(2 — 31_|_x2) T
2.
lim —2x3+3x2+x—1 . B(—2+31+5 - %)
X——00 3x2+4x+6  xo - x2(3+4%—|—6%)
-2
= () g = e
3.
3P AAx-2 L PGt -F) 3
xro0dxd 4 3x2 +2x 1 1 x%oox3(4_|_31 +21+ DR

1.3.3 Limitele radicalilor

Se poate observa ca, dacd xp € R si n este un numar natural impar, atunci

1
= xj = %,

=

lim {/x = lim (x#) = (lim x)

X— X X— X X— X

iar, cu acelasi rationament,

lim /% = +oo, lim {/x = —
X —00

X—00

In mod similar, dacd xo > 0 si n este un numadr natural par, n > 2, atunci

lim {/x = /X, lim {/x = +oo.

X— X

1.3.4 Limitele functiilor exponentiale
Fiea >0,a # 1,sifie f : R — R, f(x) = a*. Se poate observa cd, dacd xy € R, atunci

. X . lim x X
lima* = ( lim a)“"o = g0
X— X X—XQ



Pentrua > 1, se observa ca f este strict crescdtoare, iar lim a* = +o0. De asemenea,

X—r00
. ) 1 .1 1
lim 4" = lim = lim— = — =0,
X——00 x——oog X u—ocogh 0
cu notatia u = —x, conform teoremei limitei functiei compuse.
Dacid a € (0,1), atunci f este strict descrescdtoare, iar a = %, b > 1. Urmeaza ca
. ) 1 1 1
lima* = lim (—)x = lim—=—=0,

X—00 X—00 x—o0 hX

cu un rationament asemanator obtinandu-se ca lim a* = +oo.
xX——00
Adéaugand si cazul 2 = 1, In cazul in care f este identic egald cu 1, discutia de mai

sus se poate sistematiza sub urmatoarea forma

oo, a>1 0, a>1
lima*=<¢1, a=1 , lima*=<¢1, a=1
X—>00 X—r—00

0, a€(0,1) oo, a€(0,1)

1.3.5 Limitele functiilor logaritmice

Fiea > 0,a # 1,sifie f : (0,00) = R, f(x) = log, x. Mai intdi, se observa ca f este
strict crescatoare pentru a > 1, respectiv strict descrescatoare pentrua € (0,1).

Dacd xp € R, atunci, cum f este strict monotond, ea are limite laterale in xy. Mai
mult, deoarece a'°8:* = x pentru orice x € (0, 00),

lim (ak’gax) = lim x = xo.

X— X X—X(
Deoarece
| ENCDRE
lim (a Ogax) = ( lim a) xX>Xo = g*>% ,
X— X X—r X
X>Xx0 X>Xx0
i (5, A
urmeazd cd a*>¥0 = xo, deci lim (log, x) = log, xo. In mod similar se demon-
0
X>X
streazd ca lim (log. x) = log xp, deci exitd lim (log x) = log xp, deoarece limitele
X—>x0( 8a ) &a X0 x—>x0( 8a ) &a X0

x<Xxp
laterale sunt ambele egale cu aceastd valoare.

Cu un rationament analog celui realizat pentru xo € R, obtinem ca

. OO/ a > ]- . _OO, ﬂ > 1
lim log x = limlog, x =

X—00 —00, a& (0,1) ’ 3;28 oo, ac (0,1) .

1.3.6 Limitele unor functii trigonometrice
1.3.7 Functia sinus

Fie f : R — R, f(x) = sinx si fie xp € R. Se observa cad

—2xOH Osx+xo| <2|x—x0

|sinx—sinx0|:2]sinx 5| < | = |x — xo],




de unde

lim sinx =sinxg pentru xg € R.
X— X

S-a observat deja ca functia sinus nu are limit4 nici la +oo nici la —oco. Intr-adevar,
pentru sirul (a,),>0, ax = 2n7, cu limita 4o, sirul valorilor (sin(a,)),>o are limita 0,
fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (by,),>0, by = 2nm + %,de asemenea cu limita
+o00, sirul valorilor (sin(by,)),>0 are limita 1, fiind constant egal cu 1, deci functia sinus
nu are limitd la 400, in mod analog demonstrandu-se ca functia sinus nu are limita nici
la —co.

1.3.8 Functia cosinus

In mod similar celor de mai sus se demonstreaza ca

lim cosx = cosxp, pentrux € R,
X—XQ

in vreme ce nici functia cosinus nu are limita nici la o0 nici la —oo.
1.3.9 Functia tangenta
Fie functia f : R\ {5 +nm,n € N} — R, f(x) = tgx. Conform inegalitatilor

sin(x — x)
COS X COS X

sinx  sinxg

[ tgx —tg x| <

7

COos X COS Xo

valabile pentru x, xg € R\ {5 + nm,n € N}, urmeaza ca

. T
xlgg{lotgx—tgxo, pentru xg E]R\{E—i—nr(,n G]N}.
De asemenea,

lim tgx = lim tg(u+nm) = lim tgu = +oo0
x—=Z+nm u—7% u—%
x<Z+nm x<Z x<Z

tindnd seama de faptul cad functia tangentd este periodica de perioada 7r. In mod simi-
lar se demonstreaza ca

lim tgx = —oo.
x—54nm
x>Z4nm

Se poate observa ca functia tangentd nu are limita nici la +co nici la —co. Intr-adevir,
pentru sirul (a,),>0, an = 17, cu limita +oo, sirul valorilor (tg(a,)),>o are limita 0,
fiind constant nul, in timp ce pentru sirul (b,,),>0, by = § + n7, de asemenea cu limita
+o00, sirul valorilor (tg(by)),>0 are limita 1, fiind constant egal cu 1, deci functia tan-
gentd nu are limita la +co, iIn mod analog rationandu-se pentru x — —oo.



1.3.10 Functia cotangenta

Fie functia f : R\ {nm,n € N} — R, f(x) = ctgx. Ca mai sus, se obtine ca

lim ctgx = ctgxy pentruxg € R\ {nm,n € N}.

X— X

De asemenea,

lim ctgx = o0, lim ctgx = —oo.
X— N7t X—Nn7t
xX>nr x<nrt

Se poate observa ca nici functia cotangentd nu are limita nici la +o0 nici la —oo.

1.3.11 Functia arcsinus

Fie functia f : [-1,1] — [—%, 5], f(x) = arcsinx. Folosind un rationament analog
celui utilizat pentru a stabili limitele functiei logaritmice, se poate obtine ca

lim arcsinx = arcsinxg, pentru xo € [—1,1].
X— X

1.3.12 Functia arccosinus

Fie functia f : [—1,1] — [0, 7], f(x) = arcsin x. Ca mai sus, se poate obtine c&

lim arccosx = arccosxy, pentruxy € [—1,1].
X— X
1.3.13 Functia arctangenta

Fie functia f : R — (=%, %), f(x) = arctg x. Ca mai sus, se poate obtine ca

lim arctgx = arctgxp, pentruxp € RR,
X—X(

1n vreme ce

li te x i li te x il
im arc = —, im arc = ——.
X—>00 & 2 X—>—00 & 2

1.3.14 Functia arccotangenta

Fie functia f : R — (0, ), f(x) = arcctg x. Ca mai sus, se poate obtine ca

lim arcctgx = arcctgxp pentrux € R,
X— X

in vreme ce

lim arcctgx =0, lim arcctgx = 7.
X— 00 X——00



0
1.4 Limite fundamentale (pentru c.n. 0 si1%)

Au loc relatiile:

1) lim sinx _ L 2) lim aresinx _ L
x—0 X x—0 X
t
3) lim 8% — 1, 4) 1im 8% — 1
x—0 X x—0 X
In(1
5) lim (14 x)x = e, 6) lim ML EX) _
x—0 x—0 X
X—1 X—1
7) lim 2 =Ina, 8) lim & =1
x—0 X x—0 X
1 P—1
x—0 X

In(1 + si
Exemple. 1. lim w
x—0  sin4x

Fiind vorba despre cazul de nedeterminare g, vom folosi limite fundamen-
tale. Urmeaza ca

In(1+sinx) . In(1+sinx) = sinx

lmln(l +Slnx) — lim sin x S x — lim sin x x| X
x—0  sindx x—0 sin4x x—0 sindx g,
4x
In(1+sinx) sinx 1
= ~lim sin x x =
4x-0 sin 4x
4x

. V1I+3x—1
2. lim

x=0y/1+2x — 1
Fiind vorba despre cazul de nedeterminare §, vom folosi limite fundamen-
tale. Urmeaza ca

(1+3x)%—1 .3

CVIE3 -1 (1430 -1 B 3
SOVI+20 =1 =201 4 2x)5 -1 04031 5
2x
1
. (143x)2-1
3w 3} 9
2 . (e 2 L4
L

10



AM1, Curs 9
Limite de functii (continuare)

1 Limite de functii

1.1 Caracterizarea limitei unei functii intr-un punct cu ajutorul lim-
itelor laterale

Se poate demonstra cd daca limitele laterale intr-un punct sunt egale, atunci functia are
limitd in acel punct, fapt descris de urmatoarea teorema.

Teorema 1.1. Fie f : D C R — Rsifie xop € (DN (—00,xp)) N (D N (x9,+0))’
(adicd xq este simultan punct de acumulare la stinga si la dreapta al multimii D). Atunci
f are limitd in xo dacd si numai dacd f are limite laterale in x si

Is = lim f(x) = lim f(x) =1,

X— X X— X
x<Xp X>X0

In acest caz, im f(x) este egald cu valoarea comund a limitelor.
X— X

ax+1, x<2

. Determinati a2 € R astfel ca f
x+3, x>2

Exercitiu. Fie f : R — R, f(x) = {

sd aiba limita in xg = 2.
Solutie. Cum

ls =limf(x) =lim(ax+1) =2a+1; l; =limf(x) =lim(x+3) =5,
x—2 x—2 x—2 x—2
x<2 x<2 x>2 x>2

pentru existenta limitei functiei f in xy = 2 este necesar si suficient ca 2a + 1 = 5, deci
a=2.

1.1.1 Produsul dintre o functie cu limita 0 si o functie marginita

Teorema 1.2. Fie f, ¢ : D C R — R i xg € D'. Dacil f este mdrginitil pe o vecindtate
V € V(xg), iar lim g(x) = 0, atunci lim f(x)g(x) = 0.
X—+XQ X—rXp

In teorema de mai sus, trebuie remarcat faptul ca nu este necesar ca f sd aiba limitd
in X0-

Exercitiu. Determinati lim <x sin? %)
x—0

Solutie. Deoarece f : R* — R, f(x) = sin® 1, este mérginitd pe o vecinitate a lui
xo = 0 (de fapt, f este marginitd pe intreg domeniul de definitie, deoarece |f(x)| < 1
pentru orice x € R*),iar ¢ : R — R, ¢(x) = x are limita 0 in xp = 0, urmeaza ca

21

lim (x sin I) = 0, conform celor de mai sus.

x—0



2 Functii continue
2.1 Continuitatea unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D C R — R. In capitolul precedent s-a studiat comportarea lui f in
vecindtatea unui punct dat xg € D’, observandu-se dacd pentru valori x ale argumen-
tului apropiate de xo valorile f(x) ale functiei se apropie si ele (sau nu) de o valoare
fixd, numita limita functiei in xg.

In acest capitol vom pune problema particulara a apropierii acestor valori de val-
oarea f(xp) a functiei in x(; desigur, pentru a putea vorbi despre f(xp) va fi necesar ca
Xo s apartind domeniului de definitie D. In plus, fatd de studiul limitei functiei in xo,
se va avea in vedere si cazul in care x( este punct izolat al lui D.

Pentru o functie f : D € R — R si pentru xg € D, vom spune cd functia f este
continui in x( dacd pentru orice vecindtate V € V(f(xg)) existd o vecindtate U € V(xo)
astfel incat pentru orice x € U N D urmeazd cd f(x) € V.

Intrucat se pune in fapt o problema inruditd cu existenta limitei xli_)n;o f(x), definitia

de mai sus se obtine din definitia limitei unei functii in xy inlocuind ! cu f(xp), fiind
totusi necesard inlocuirea conditiei xg € D’ cu conditia xy € D.

Continuitatea intr-un punct de acumulare

Se observa atunci cd daca x este punct de acumulare al lui D, atunci f este continua

in xp dacd si numai dacd existd lim f(x), iar
X— X

li x) = f(xp) = lim x|,

Jim f(x) = f(xo) = f <ng0 >

adicd operatia de aplicare a functiei f comuta cu operatia de calculare a limitei in x.

Daca xp € D este punct de acumulare atat la dreapta cét si la stinga pentru D,

atunci f este continud in xp dacd si numai daca existd ambele limite laterale xlgg} f(x)
0

x<Xo
si xlggof(x), iar
X>Xx0
Jim f(x) = lim f(x) = f(x0)-
x<Xxp X>Xx0

Continuitatea intr-un punct izolat

Presupunem acum cd xj este punct izolat al lui D si fie V € V(f(xg)) o vecindtate a
lui f(xp). Cum x( este punct izolat al lui D, existd o vecindtate U € V(xp) astfel incat
UND = {xp}, si cum f(x9) € V, urmeazd ca definitia functiei continue in x; este
satisfacutd pentru acest U. Rezulta de aici cd o functie este continud in orice punct
izolat al domeniului sau de definitie.

Aspecte grafice ale notiunii de continuitate

In fapt, conceptul de continuitate isi are originea in consideratii privind reprezenta-
rea graficd a functiilor. Astfel, din punct de vedere intuitiv, o functie este continud in



xp daca graficul sdu ,nu se intrerupe” in xo. In acest sens, si considerdm exemplele
functiilor fi, f, f3 : R — R definite prin

f1(x):x2, fz(x):{x+1’ x>1 fg(X):{x+1’ x#1

x—1, x<1’ 0, x=1"

N N -
-

Figure 1: Graficul functiei f; Figure 2: Graficul functiei f»

v X

o,
/

X

Figure 3: Graficul functiei f3

Se observd cd fj are limitd in xp = 1 si lin} fi(x) = 1,iar cum f1(1) = 1, urmeaza
x—
cad lirr} f1(x) = f1(1), deci f este continud in xg = 1. Geometric, egalitatea lin} fi(x) =
x—= x—

f1(1) revine la faptul c& graficul lui f1 ,nu se intrerupe” in xyp = 1.
De asemenea, lirr} fa(x) =0 # lirr} f2(x) = 2, deci f, nu este continud in xy = 1,
Y1 Y1
intrucat f, nu are limitd in acest punct. Geometric, graficul lui f, ,,se intrerupe” la
stanga lui xg = 1 (dar nu si la dreapta lui xp = 1).
In plus, lirr} fa(x) =2 = lirr% f3(x), deci f3 are limitd in xg = 1. Totusi, deoarece
Y1 Y1
f3(1) =0 # lirr} f3(x), urmeaza cd f3 nu este continud in xy = 1. Geometric, graficul
X—

lui f3,,se intrerupe” atat la stanga cat si la dreapta lui xp = 1.

2.2 Functii continue pe o multime

Fie f : D — RR. Daca f este continud in fiecare punct al unei multimi A C D, spunem
ca f este continud pe A. Dacd f este continud in orice punct al domeniului sau de
definitie, atunci se spune simplu cd f este continua. Din ceea ce s-a observat in capi-
tolul anterior, functiile elementare sunt continue.
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2.3 Operatii cu functii continue

Se poate observa cd operatiile uzuale cu functii continue au ca rezultat functii continue,
in mdsura in care ele sunt bine definite, fapt observat in teorema de mai jos.

Teorema 2.1. Fie f,g: D — R, xg € D, f, g continue in xq. Atunci
1. f+ g, f — g sunt continue in x.
2. af este continud in xo pentru orice & € R.

3. fg este continud in x.

4. L este continui in xo daci g(x0) #0.

8

5. f8 este continuil tn xo dacd f(xg)8(X0) este bine definitd.

Demonstratia este imediatd, obtindndu-se cu ajutorul proprietdtilor operatiilor cu
limite de functii. O proprietate asemanatoare se poate formula in mod similar pentru
functii continue pe intreg domeniul de definitie.

Exemple. 1. f : (0,00) — R, f(x) = x?+ log, x este continud, fiind suma a
doua functii elementare.

2. f:(=2,00) = R, f(x) = (x +2)* este continug, intrucat f; : (—2,00) — R,

fi(x) =x+2, fr: (—2,0) - R, fo(x) = x sunt continue, iar f{z este bine
definita.

Continuitatea functiei compuse

S-a observat anterior cd operatiile uzuale cu functii continue au ca rezultat tot functii
continue. Teorema de mai jos exprimd faptul cd prin compunerea a doua functii con-
tinue se obtine tot o functie continua.

Teorema2.2. Fieu: D CIR — E, f: EC R — Rsixg € D astfel incat u este continud
in xo, iar f este continud in u(xg). Atunci functia compusid fou : D C R — R este
continud in x.

2.4 Proprietatea lui Darboux

O proprietate caracteristici a functiilor continue este aceea de a nu omite valori. Incepem
mai intai prin a enunta urmatoarea proprietate, numita lema lui Bolzano, ce exprima
faptul ca daca o functie continud are valori de semne opuse la capetele unui interval,
atunci ea are o rddacind in interiorul acestui interval.

Teorema 2.3. Fie f : [a,b] — R, continud pe [a,b], cu proprietatea ci f(a)f(b) < 0.
Atunci existd c € (a, b) astfel ca f(c) = 0.




1y Yf@ >0
fb)>0

N\
s \

f(a)<0 f&y<o

wX

Lema lui Bolzano, enuntatd mai sus, este instrumentald in determinarea aproxima-
tivd a raddcinilor unor ecuatii care nu pot fi rezolvate explicit, un exemplu fiind indicat
mai jos.

Exercitiu. Demonstrati cd ecuatia e* = 2 cos x are cel putin o rdddcina in intervalul

(0, %)-
Solutie. Ecuatia e* = 2cosx poate fi pusd sub forma e¢* —2cosx = 0. Fie atunci
f:R = R, f(x) = " —2cosx. Atunci f este continud pe R, iar f(0) = —1 < 0,

f(%) = e5 —1 > 0. Cum f ia valori de semne opuse in capetele intervalului [0, Z],

existd cel pufin o rddécind a ecuatiei f(x) = 0 in interiorul acestui interval, ceea ce
trebuia demonstrat.

Dat un interval I C IR, vom spune cd f are proprietatea lui Darboux pe I, sau a
valorii intermediare pe I daca pentru orice x1, x; € I astfel ca x; < xpsi f(x1) # f(x2)
si orice numar real A cuprins intre f(x1) si f(x2) existd ¢ € (x1,x2) astfel ca f(c) = A.

Ty

jea)m

wX

f(xy)

Altfel spus, o functie f are proprietatea lui Darboux daca odata cu doud valori arbi-
trare f(x1) si f(x2) aceasta ia pe intervalul (x3, x7) si orice valori intermediare situate
intre f(x1) si f(x2) (adicd toate valorile din intervalul deschis determinat de f(x; si
f(x2)). Conform acestei observatii, rezultd imediat ca functiile cu proprietatea lui Dar-
boux transformad intervalele in intervale.

Teorema 2.4. Fie I C R un interval si f : I — R o functie continud. Atunci f are
proprietatea lui Darboux pe I.

2.5 Functii continue definite pe intervale inchise si marginite

A fost observat deja cd functiile continue transformad intervalele in intervale. O pre-
cizare ce se poate aduce este cd functiile continue transformad intervalele inchise si
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marginite tot in intervale inchise si mdrginite. Acest lucru este exprimat in urmatorul
rezultat, numit teorema lui Weierstrass.

Teorema 2.5. Fie f : [a,b] — R o functie continud. Atunci f este mirginiti si isi atinge
marginile pe [a, b].

2.6 Puncte de discontinuitate

Fie f : D — Rsi xg € D. Daca f nu este continud in xo, se spune cd f este discontinua
in D, sau cd x( este punct de discontinuitate pentru f.

Clasificarea punctelor de discontinuitate

Fie f : D — Rsi xp € D un punct de discontinuitate pentru f. Dacd ambele limite

laterale xlgrxlo f(x)si xlgg}g f(x) alelui f in x( existd si sunt finite, atunci xp se numeste
X< x>X

punct de discontinuitate de specia (speta) intai. In orice alt situatie (adici dacd macar

una din limitele laterale nu existd, sau exista, dar nu este finitd), xg se numeste punct

de discontinuitate de specia (speta) a doua.

-1, x<0
Exemple. 1. Fiefi : R = R, fi(x) = ¢0, x=0. Cum lin})fl(x) = —1,
xX—
1, x>0 x<0
lin}) f1(x) =1, ambele fiind finite (dar diferite, 0 nefiind deci punct de conti-
x—
x>0

nuitate), urmeazd cd 0 este punct de discontinuitate de speta intai.

1
X7 0 .
2. Fie f, : R = R, fo(x) = {6‘ i zO' Cum 91{11>r(1)f2(x) = +o0, urmeazd cd 0
! - x>0

este punct de discontinuitate de speta a doua.

2.7 Prelungirea prin continuitate a unei functii intr-un punct

Fie f : D C R — R. Dacéd f nu este definitd in xo (deci xo ¢ D), dar x este punct de
acumulare al domeniului D, iar f are limita finitd / in x(, atunci functia

f(x), x€D
[, x=uxg

DU} SR, f<x>={

obtinutd prin definirea valorii in x( ca fiind egald cu valoarea limitei in acelasi punct,
celelalte valori ramanand neschimbate, se numeste prelungirea prin continuitate a lui
f in xq. Desigur, deoarece

lim f(x) = lim f(x) =1= f(x),

X— X0 X—XQ

f este continud in x, ceea ce justificd denumirea de prelungire prin continuitate.



Exemplu. Fie f : R* — R, f(x) = 82 Deoarece lirr(1) sinX — 1, prelungirea prin
X—
continuitate a lui f in 0 este

f:R—>1R,f(x):{17’ iig.

3 Functii derivabile. Functii diferentiabile

Notiunea de derivatd, elementul fundamental al calculului diferential, are o deosebita
importantd in studiul matematic al marimilor variabile. Problemele principale care au
condus la introducerea notiunii de derivatd sunt problema tangentei, respectiv deter-
minarea tangentei la o curbd intr-un punct dat, fiind cunoscuta ecuatia curbei, si prob-
lema vitezei, respectiv determinarea vitezei unui punct mobil, fiind cunoscutd legea
de miscare a acestuia. In cele ce urmeazi, vom formula aceste probleme in termeni
matematici, cu ajutorul notiunii de limita.

3.1 Problema tangentei

Fie f : I — R o functie con-
tinud pe intervalul I, fie G f grafi- M (x, f(x))
cul functiei f si fie A(a, f(a)) un
punct pe Gy. Dorim sa deter-
minam ecuatia tangentei in A la
Gy.

Se poate observa cd aceasta o) A(a, f(a))
tangentd poate intersecta Gy si
intr-un alt punct decat A, iar
dreptele care intersecteazd Gy
doar in A nu sunt neapdrat
tangente la G;.  Nu putem
deci defini aceastd tangentd ca
dreapta care are in comun cu Gy doar pe A, asa cum s-a intdimplat pentru tangenta
intr-un punct la un cerc.

Fie M(x, f(x)) un alt punct pe G¢. Dreapta AM care intersecteazd G cel putin in
A'si M, se va numi dreaptd secantd; intuitiv, vom defini tangenta in A la Gy ca pozitia
limitd a secantei AM atunci cind M tinde la A.

ym—ya _ f)=f(

Cum panta dreptei AM este may = 1=, = “5=3 ) (presupunem ca AM

nu este verticald, deci x # a), urmeazd cd panta tangentei in A la Gf este my; =

L f) -~ f(a)

xX—a X —a

wr

Figure 4: Tangenta in A la graficul functiei, respectiv
secanta AM

. In aceste conditii, ecuatia tangentei in A la Gy este

y—fla) =mg(x—a), sau y=f(a)+myg(x—a),

ramanand a fi interpretate ulterior situatiile in care m;q (definitd ca o limitd) nu existd,
sau existd, dar este infinita.



3.2 Problema vitezei

° °
M(t,) M(t)
x=x(t,) x=x(t)

Figure 5: Pozitiile punctului M la momentele t(, respectiv ¢

Consideram un punct mobil M in miscare rectilinie de-a lungul axei Ox, a cdrui lege
de miscare este x = x(t), unde t este timpul scurs de la momentul initial, iar x este
abscisa punctului M.

Fie [t, t] un interval de timp, t > to. In acest interval, M parcurge distanta x(t) —
x(tp), deci viteza sa medie (viteza pe care ar trebui s-o aibd M pentru a parcurge
x(t) =x(to)

t=fg -
Totusi, cu cét intervalul de timp [to, t] este mai mare, cu atat aceastd vitezd oferd mai
putine informatii despre viteza lui M la momentul ty. Intuitiv, intervalul [ty, {] tre-

buie sa fie cdt mai mic, iar viteza instantanee a lui M la momentul ¢y este atunci
.ox(t) —x(t

v(ty) = hmM.
t—=tg  t— 1y

distanta x(t) — x(tp) in timpul ¢ — #, dacd s-ar misca uniform) este v}, 5 =

3.3 Derivata unei functii intr-un punct

Fie o functie f : D C R — Ri fie xo € DN D’. Vom spune ci f are derivata in xy daci

existd limita lim Jw
X—rXQ 0

vreme ce dacd aceasta limitd existd si este finitd vom spune cd functia f este derivabila

in X0-

,numitd derivata functiei f in punctul x si notatd f/(xp), in

Raportul % se numeste raport incremental si mdsoara viteza de variatie a
functiei pe intervalul [xg, x]; prin analogie cu problema vitezei indicatd mai sus, putem
spune cd f’(xo) reprezintd viteza de variatie instantanee a functiei f in punctul x.

De asemenea, cu notatia x = xg + &, obtinem ca

f’(xo) = lim M — limf(xo + h]?l —f(xo).

X—X( X — Xp h—0

Exemple. 1. Fie f: R — R, f(x) = x%. S4 studiem derivabilitatea functiei f in
xo = 2. Observam ca

P B Q) Pt (2 —2)

= lim—— =1
x—2 x—2 xl—%x—Z x1—>n} x—2
= lim(x+2) =4,
x—2

deci f este derivabild in xg = 2, iar f/(2) = 4.

2. Fie f : R — R, f(x) = /x. S& studiem derivabilitatea functiei f in xo = 0.




Observam ci

f(0) = limM = lim~— = lim—— = 400

x—0 x—0 x—0 x —0 x—0 X x—0

deci f nu este derivabild in xy = 0, dar are derivata in acest punct, iar f/(0) =
—+o00.

Cu ajutorul notiunii de derivatd intr-un punct, putem studia rezolvarea problemelor
mentionate anterior.

3.3.1 Ecuatia tangentei intr-un punct la graficul unei functii

Fie f : D — Rsifiea € DND’'. Conform consideratiilor de mai sus, obtinem
urmadtoarele

1. Daci f este derivabild in a, atunci ecuatia tangentei in A(a, f(a)) la Gf este

y—fa)=f(a)(x—a), sau y=f(a)+f(a)(x—a),
observandu-se ca panta tangentei in A(a, f(a)) este valoarea derivatei f'(a).
2. Dacd f'(a) = +oo, sau f'(a) = —oo, atunci tangenta in A(a, f(a)) la Gy este
verticald, avand ecuatia x = a.
3.3.2 Viteza unui punct material in miscare

Fie un punct mobil M in miscare rectilinie de-a lungul axei Ox, a cdrui abscisa x este
datd prin x = x(t), unde t este timpul scurs de la momentul initial. Atunci viteza
instantanee a lui M la momentul t este v(t) = x’(t).
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Functii derivabile. Functii diferentiabile (continuare)

1 Derivatele functiilor elementare
Vom calcula in cele ce urmeza derivatele unor functii uzuale.

1.1 Functia constanta
Fie f : R — R, f(x) = ¢, unde c € R. Atunci

f/(x)zllmf(x+h)_f(x)_ : c—-c O,

h—0 h h—0 h
deci

d =o0.

1.2 Functia putere
Fien € N*si f: R — R, f(x) = x". Atunci

fath) —f() ()=

/ — 1
fx) hlgcl) h h—0 h
lim h((x+h)" 1+ (x +hh)”2x +o ) pn1
h—0

deci
(xn)/ — nxn—l.

Caz particular
x) =1.

Cu ajutorul unor rationamente asemanatoare, se pot deduce formulele corespunzatoare
de derivarea unor alte functii elementare, dupa cum urmeaza.

1.3 Functia radical

Fie n € IN*. Atunci

1
(W)’ = ———, x # 0, dacd n este impar,
nv/xn—1
1
(Vx)) = ——=—=, x>0, dacd n este par.
nv/ xn—1
Caz particular
1
(ﬁ)' =—, x>0

2v/x



1.4 Functia exponentiala cu baza e
() =e, xeR

1.5 Functia exponentiala cu baza oarecare

Fiea > 0,a # 1. Atunci
(a¥) =a*lna, x€R.

1.6 Functia sinus

(sinx)’ =cosx, x€R.

1.7 Functia cosinus

(cosx)’ = —sinx, x € R.
1.8 Functia logaritmica cu bazd e

(lnx)’:%, x > 0.

1.9 Functia tangenta
Fie f: R\ {kn + 5;k € Z} — R, f(x) = tgx. Atunci

(tgx) = sinx\’  (sinx)’cosx — (sinx)(cos x)’
&%) = \cosx) — (cos x)2
2 . D
Ccos“ x + sin“ x 1 7T
= = , k —, keZ,
cos? x cos? x x # k7t + 2
deci ) -
"= kr+ =, k € Z.
(tgx)' = ——~, x#km+ -, ke

1.10 Functia cotangenta

(ctgx)’ = _siizx , x#km, k €Z.
1.11 Functia arcsinus
(arcsinx)’ = \/1%7)(2 , x€(—1,1).
1.12 Functia arccosinus
(arccosx)’ = ~ A € (—1,1).
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1.13 Functia arctangenta

1
[
(arctgx)’ = Tra X € R.
1.14 Functia arccotangenta

1
14+ x2’

(arcctgx)’ = — x € R.
2 Operatii cu functii derivabile

Se poate observa cd operatiile uzuale cu functii derivabile au ca rezultat functii deriv-
abile, In mdsura in care ele sunt bine definite, fapt observat in teorema de mai jos.

Teorema 2.1. Fie f,¢: D — R, xg € DN D', f, g derivabile in xo. Atunci
1. f+ g, f — g sunt derivabile in x, iar
(f +8)'(x0) = f'(x0) +&'(x0)
(derivata sumei este egalil cu suma derivatelor), respectiv
(f =8)'(x0) = f'(x0) = &'(x0)
(derivata diferentei este egalii cu diferenta derivatelor).
2. cf este derivabild in xo pentru orice c € R, iar
(cf)'(x0) = cf'(x0)
(constanta cu care se inmulteste trece tnaintea derivatei).

3. fg este derivabili in xg, iar
(f8)"(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0)-

4.

0Q I~

este derivabilid in xy daci g(xg) # 0, iar

£\ oy _ f(x0)8(x0) — f(x0)g’ (x0)
(x0) ()2

Pe scurt,

(f+g) =f+g, (f—g)=f—-¢g
(cf) = c(£)’,

re £l
(fe) = fg+tg, () ="E-E.



Se poate de asemenea demonstra prin inductie matematicd faptul ca proprietatile 1 si
3 din Teorema 2.2 raman valabile si pentru mai mult de doud functii. In spetd, are loc
urmatorul rezultat.

Teorema 2.2. Fie f1, f>,...,fu: D CR — Rsixg € D' N D astfel incit f1, fo,..., fa
sunt derivabile in xy. Atunci

1. Functia sumd f1 + fo + ...+ fu este derivabild in xg si
(it fot .t ) (x0) = fi(x0) + f2(x0) + ... + fu(x0)-

2. Functia produs f1f, ... fu este derivabild in x si

(fifa--- fu) (x0) = fi(x0) fa(x0) - - fulx0) + f1(x0) fa(x0) - - - fu(x0)
+ ...+ fi(x0) f2(x0) - - fr(x00).-

3 Derivata functiei compuse

Teorema 3.1. Fie I}, I doud intervale din R, u : I — I, f : I — R si fie xo € I astfel
incdt u este derivabild in x, iar f este derivabild in u(xg). Atunci f o u este derivabild in

"’ o) = Fletm)ie)

Egalitatea mentionatd in enuntul teoremei de mai sus se mai poate pune si sub
forma prescurtata
(f(w))" = f'(u) -,

tiind deosebit de utild pentru calculul derivatelor unor functii care, fard a fi elementare,
se pot obtine prin compunerea unor functii elementare. In aceste situatii, u se defineste
adesea cu ajutorul tuturor termenilor dintr-o parantezd, de la exponent, de sub radical,
de la numitor, s.a.m.d.. Dupa aceastd inlocuire se identifica apoi f, tindnd cont ca
functia de plecare se scrie ca f(u).

Exemple. 1. [sin(x? +x +2)].

Putem defini # : R — R, u(x) = x? + x + 2 (folosim toti termenii din paran-
tezd), iar in acest caz f este datd de f : R — R, f(x) = sinx, deoarece dupa
inlocuire f(u) = sinu. Atunci

[sin(x? 4+ x +2)] = sin’(? +x +2) - (x* + x +2)’
=cos(x>*+x+2)-(2x+1).

Echivalent,

[sin(x* 4+ x +2)] = (sinu)’ = cosu - u' = cos(x* + x +2) - (x* + x +2)’
=cos(x? +x+2)- (2x +1).




2. [(3x+2)°)

Putem defini # : R — R, u(x) = 3x + 2 (folosim toti termenii din parantezd),
iar in acest caz f este datd de f : R — R, f(x) = x°, deoarece dupé inlocuire
f(u) = u°. Atunci

[(Bx+2)°) = (u°)" = 5u* - u' = 5(3x +2)*(8x +2) = 15(3x +2)*%.

3. (Vx2+1)
Putem defini u : R — R, u(x) = x? + 1 (folosim toti termenii de sub radical),
iar in acest caz f este datd de f : [0,00) — R, f(x) = \/x, deoarece dupa
inlocuire f(u) = \/u. Atunci

Ve =(Wa) === — 21y ="

2\/u 2v/x2 +1 x2+1

3.1 (f8)

Formula de derivare a functiei compuse se poate aplica cu succes si pentru derivarea
functiilor exponentiale in care atat baza cat si exponentul contin variabila. In acest
sens, fie I un interval si fie f,¢ : D — R, unde f(x) > 0 pentru orice x € D. Putem
defini atunci functia f8 : D — R, f8(x) = (f(x))8™).

Deoarece f(x)8*) > 0 pentru orice x € D, au loc relatiile

8 = i) — ggInf,

de unde, {inand seama c& (e")’ = " - 1/, obtinem ca

/
(f8) = (e8™F) = s/ (gIn f) = eS™f (g/Inf + g (In f))
/
= f8 (g’ Inf+ g—) ,
f
formuld care se poate scrie si sub forma
(f) = fSlnf-g' +gfst f.

Se poate observa ca (f8)’ este suma a doi termeni, primul reprezentand valoarea derivatei
atunci cand f este privitd ca o constantd (iar f$ reprezintd in consecintd o functie
exponentiald), iar al doilea reprezentand valoarea derivatei atunci cand g este privita
ca o constantd (iar f¢€ reprezintd in consecintd o functie putere).

4 Alte notiuni legate de derivabilitate
4.1 Functii derivabile pe o multime

Fie f : D — R. Dac4 f este derivabild in fiecare punct al unei multimi A C D, spunem
ca f este derivabila pe A. Dacd f este derivabild in orice punct al domeniului sdu de
definitie, atunci se spune simplu ca f este derivabila.
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4.2 Legdtura intre derivabilitate si continuitate

Se poate demonstra cd o functie derivabild intr-un punct este neapdarat continud in acel
punct.

Teorema 4.1. Fie f : D — Rsi fiea € D N D’ astfel incit f este derivabild in a. Atunci
f este continud in a.

5 Diferentiala unei functii intr-un punct

Fiind datd o functie f : I — R derivabild in xo € I, vom numi diferentiala a functiei f
in x( functia liniara df (x) definitd prin

df (xo)(h) = f'(x0)(h), pentruh € R.
Urmeaza atunci ca
flxo+h) — f(xo) =df(xo)(h), pentruh =0,

in loc de df (xg)(h) folosindu-se si notatia df (xo; h).
Pentru functia identicd ¢ : R — R, ¢(x) = x, urmeazi ca

dx(xo)(h) =h, pentruorice xg € R,

iar intrucat dx(xg) este independent de xo, se va folosi in cele ce urmeaza notatia sim-
plificata dx. Cu notatiile de mai sus,

df (xo)(h) = f'(x0)dx(h), pentruh € R,
de unde obtinem urmadtoarea egalitate de functii liniare
df (xo) = f'(x0)dx,

care conduce la urmatoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei unei functii intr-
un punct

/ _ df(xo)
f (XO) - dx .
Pentru un punct arbitrar x, obtinem deci
df(x) = f'(x)dx, respectiv f'(x)= dj;(xx). (1)

5.1 Operatii cu functii diferentiabile

Datorita relatiei (1), regulile de calcul ale derivatelor unor functii se transmit si la
diferentiale. Aceste reguli de calcul se mai pot scrie si sub urmdtoarele forme pres-
curtate, prin omiterea punctului curent

d(f+g) =df+dg d(f—g) =df—dg, d(cf) = cdf,

d(fg) = df-g +f- dg, d(é) _ df.gg_zf.dg'




Exemple. 1. d(sinx) = (sinx)’dx = cos xdx.
2. d(cos®x) = (cos® x)'dx = 3 cos? x(cos x)'dx = —3 cos? x sin xdx

3. d(x%e¥) = (x%e")'dx = (2xe* + x?¢¥)dx.

4. d(x?e¥) = d(x?) - e* + x? - d(e¥) = 2xe¥dx + x?e¥dx = (2x + x?)edx.

6 Derivate si diferentiale de ordin superior
6.1 Derivate de ordin superior

Fie I un interval si fie f : I — R o functie derivabild pe o vecindtate a lui xop € I. Daca
f' este la randul sdu derivabild in x(, vom spune c3 f este de doud ori derivabili in x
iar derivata lui f’ in xg se va numi derivata a doua a lui f sau derivata de ordinul al

£ (xo)

oz Conform definitiei,

doilea a lui f, fiind notatad f”(xo) sau

/ /
, x)— f(x
f//(xo): hmf( ) f( 0).
X—X( X — xO
Daca f este de doud ori derivabild in orice x € I, atunci f se numeste de doua ori
derivabila pe I.

In mod inductiv, dacad f este derivabild de n — 1 ori pe o vecindtate a lui xp, iar
derivata de ordinul n — 1 este la randul sdu derivabild in xy, vom spune cd f este de n
ori derivabild in x(. Derivata de ordinul n a lui f in x(, notata prin f (1) (x0) sau %ﬁf‘)),
este definitd ca derivatd a derivatei de ordinul n — 1, in sensul cd

£ () = lim £0 ) = f 7D (o)

X—XQ X — xO

Similar, dacd f este de n ori derivabila in orice x € I, atunci f se numeste de n ori
derivabila pe I.

Exemplu. Fie f : R — R, f(x) = ¥ 3. Atunci
f/(x) = (2x +3)e" 13,
/
F(x) = ((2x + 3)ex2+3X) = (42% + 12x + 11)e" 3%

/
" (x) = <(4x2 + 12x + 11)ex2+3X) = (8% + 3622 + 66x + 45)¢¥ 137,

6.1.1 Functii de clasi CX.
Vom nota
C'(I) = {f : | = RR; f de n ori derivabild pe I, f" continui pe I}
C*(I) = {f : I = R; f derivabila de orice ordin pe I'} .

Daca f € C"(I) (respectiv f € C*(I)), atunci f se va numi de clasd C" pe I (respectiv
de clasda C™ pe I, sau indefinit derivabila pe I).



Exemple. 1. Functia f : R — R, f(x) = ax> + bx +c¢, b,c € R, a € R* (functia

3.

6.

polinomiald de gradul al doilea) este indefinit derivabild pe R, iar f'(x) =
2ax + b, f""(x) = 2a, " (x) = 0 pentru m > 3.

Functia f: R = R, f(x) = apx" +a, 1x" ' +... +a1x+ap, 4, ER,0<i <
n—1,a, € R* (functia polinomiald de gradul n) este indefinit derivabild pe
R, iar ) (x) = nla,, ™ (x) = 0 pentru m > n.

Functia f : R — R, f(x) = e* este indefinit derivabild pe R, iar f'(x) = ¢,
f"(x) = e*, putdndu-se demonstra prin inductie ca f")(x) = e* pentru x €
Rsin> 1.

Functia f : R — R, f(x) = sinx este indefinit derivabild pe R, iar f'(x) =
cosx = sin(x + %), f(x) = —sinx = sin(x + &), putdandu-se demonstra
prin inductie cd

sin®™ (x) = sin(x + %T), pentrux € Rsin > 1.
Altfel, se poate observa cd
sin®) (x) = sinx, sin®**V(x) = cosx
sin®+2) (x) = —sinx, sin®™*3)(x) = — cosx
pentru x € Rsik > 0.

Functia f : I — R, f(x) = cosx este indefinit derivabild pe R, iar f'(x) =
—sinx = cos(x+ %), f""(x) = — cos x = cos(x + 2f), putdindu-se demonstra
prin inductie ca

cos!™ (x) = cos(x + %), pentrux € Rsin > 1.
Altfel, se poate observa ca

cos*)(x) = cosx, cos™ V) (x) = —sinx

(4k+2) (

cos x) = —cosx, cos* 3 (x) =sinx

pentru x € Rsik > 0.

Functia f : R\ {—a}, f(x) = x%a este indefinit derivabild pe R\ {—a}, iar

fl(x) = _m, f(x) = ﬁ, putdndu-se demonstra prin inductie ca

1 \™  (—1)rn .
(x~|—a) = ((x—l—)w pentrux € R\ {—a}sin > 1.



6.2 Formula lui Leibniz

Fiind date f, g : I — R de clasa C" pe I, are loc urmdtoarea formuld pentru derivata
de ordinul n a produsului fg al acestora.

Teorema 6.1. Fie f,g : I — Rdeclasi C" pe I, n € N*. Atunci fg este de clasi C" pe
I, iar

(fe)™ = CofMg+Clfim Vg + C2f=2)g" 1 4 Clfgl),

Formula de calcul a derivatei de ordinul 7 a unui produs demonstrata mai sus
poartd numele de formula lui Leibniz. Remarcam asemanarea intre aceastd formula
si formula binomiala

(a+b)" = Co" 4+ Cla"1b + C2a"2p* + ... + CI'b".

In aplicatii, formula se utilizeaza in special pentru functii produs in care unul dintre
factori este o functie polinomiala (si deci pentru care derivatele de la un anumit ordin
incolo sunt nule, micsordnd numarul termenilor nenuli din suma), iar celdlalt factor
are derivatele de ordin superior usor de determinat.

Exercitiu. Determinati (x2¢2*)(%0),

Solutie. Considerand f,g : R — R, f(x) = x2, g(x) = €%, observam ci f*)(x) = 0
pentru orice k > 3, iar g(¥) (x) = 2e?* pentru orice k > 0. Atunci
(XZeZX)(SO) _ Cglg(XZ)/l(er)(AlS) + Cglg(XZ)/(er)(@) + C28x2(e2X)(50)
= 8 2827 4 Clfox - 29 4 (B2 20
= 2%62%(1225 + 100x + 2x?).

6.3 Diferentiale de ordin superior

Fie f : I — Rsifie xp € I. Vom spune cd f este de doud ori diferentiabila in xg
daca f este derivabild intr-o vecinatate a lui xo, iar f’ este diferentiabila in x. In aceste
conditii, vom numi diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in x(, notata d*f(x),
functia de gradul al doilea definita prin

d*f(xo)(h) = f"(xo)h?, pentruh € R.
Obtinem atunci urmdtoarea egalitate de functii de gradul al doilea
d*f(x0) = " (x0)dx?,

care conduce la urmdtoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei de ordinul al
doilea a unei functii intr-un punct

2 X
£ () = HLED,

Aici, prin dx? se va intelege dx - dx. Inductiv, vom spune ci f este de 1 ori diferentiabili
in xg dacd f este derivabild de n — 1 ori intr-o vecindtate a lui xq, iar f (n=1) este

9



diferentiabild in xg. In aceste conditii, vom numi diferentiala de ordinul # a functiei
f in xp, notatd d" f (xp), functia de gradul n definitd prin

d"f(x0)(h) = f") (xo)H", pentruh € R.
Obtinem atunci urmatoarea egalitate de functii de gradul n
d" f(x0) = f") (x0)dx",

care conduce la urmadtoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei de ordinul n a
unei functii intr-un punct
d" f (xo)

dxn

£ (x0) =

Pentru un punct arbitrar x, obtinem deci

d"f(x) = f(x)dx", respectiv " (x) = d’;{c(nx).

Exemple. 1. d"(e™) = (¢°¥)"dx" = a"e"*dx", pentru x € R, a € R.

2. d"(Inax + b)) = (In(ax + b)) Mdx" = E0 0 axn, pentru a,b € R,
x€R,ax+b>0.
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AM1, Curs 11

Functii derivabile. Functii diferentiabile (continuare)

1 Derivate si diferentiale de ordin superior
1.1 Derivate de ordinul n. Exemple (continuare)
Exemple. 1. Functia f : R — R, f(x) = sinx este indefinit derivabild pe R,

far f/(x) = cosx = sin(x + %), f”(x) = —sinx = sin(x + %), putandu-se
demonstra prin inductie ca

sin®™ (x) = sin(x + %), pentrux € Rsgin > 1.
Altfel, se poate observa cd

sin® (x) = sinx, sin®*Y(x) = cosx

W+2)(x) = —sinx, sin®*3)(x) = —cosx

sin
pentrux € Rsik > 0.

2. Functia f : I — R, f(x) = cosx este indefinit derivabild pe R, iar f'(x) =
; — T 1" — — 21 A
—sinx = cos(x+ 7), f(x) = — cos x = cos(x + 5 ), putdndu-se demonstra
prin inductie ca

cos!™ (x) = cos(x + %), pentrux € Rsgin > 1.
Altfel, se poate observa ca
cos*)(x) = cosx, cos™ V) (x) = —sinx
cos™F2) () = —cosx, cos™F3)(x) = sinx
pentru x € Rsik > 0.

3. Functia f : R\ {—a}, f(x) = xL—&—a este indefinit derivabild pe R\ {—a}, iar
fl(x) = _(x+;a)2’ f'(x) = ﬁ, putdndu-se demonstra prin inductie ca

1 \™  (=1)m.nl ,
(x—i—a) :((x~|—)—a)”;11 pentrux € R\ {—a}sin > 1.
1.2 Formula lui Leibniz

Fiind date f, ¢ : I — R de clasa C" pe I, are loc urmadtoarea formuld pentru derivata
de ordinul n a produsului fg al acestora.



Teorema 1.1. Fie f,g : I — R declasi C" pe I, n € N*. Atunci fg este de clasid C" pe
I, iar
(fe)" = Cif Mg+ Cuf " Vg’ + CLF " + .+ Cfg™.

Formula de calcul a derivatei de ordinul 7 a unui produs demonstrata mai sus
poartd numele de formula lui Leibniz. Remarcam asemdnarea intre aceastd formula
si formula binomiala

(a+b)" = Co%" 4+ Cla"1b + C2a"2p* + ... + C'"b".

In aplicatii, formula se utilizeaza in special pentru functii produs in care unul dintre
factori este o functie polinomiald (si deci pentru care derivatele de la un anumit ordin
incolo sunt nule, micsordnd numarul termenilor nenuli din suma), iar celdlalt factor
are derivatele de ordin superior usor de determinat.

Exercitiu. Determinati (x2e%*)(%0),

Solutie. Considerand f,g : R — R, f(x) = x2, g(x) = €%, observam ca f®)(x) = 0
pentru orice k > 3, iar g¥)(x) = 2ke?* pentru orice k > 0. Atunci din suma aflati in
membrul drept doar ultimii 3 termeni sunt nenuli, iar

(xzer) (50) _ Cglg (x2)// (er) (48) + ng (XZ)/ (er) (49) + C58x2 (er) (50)
_ 220 4 C0x . 29 4 (2 20

= 2%92%(1225 4 100x + 2x?).

1.3 Diferentiale de ordin superior

Fie f : I —+ R sifie xp € I. Vom spune ca f este de doua ori diferentiabilad in x
daca f este derivabila intr-o vecinitate a lui x, iar f’ este diferentiabila in xo. In aceste
conditii, vom numi diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in xo, notats d*f(x),
functia de gradul al doilea definita prin

d*f(xo)(h) = f"(xo)h?, pentruh € R.
Obtinem atunci urmadtoarea egalitate de functii de gradul al doilea

A f(x0) = f"(x0)dx?,

care conduce la urmatoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei de ordinul al
doilea a unei functii intr-un punct

2
f(x0) = ’ Z;(C;CO)-

Aici, prin dx? se va intelege dx - dx. Inductiv, vom spune ci f este de 1 ori diferentiabili
in xo daci f este derivabild de n — 1 ori intr-o vecinitate a lui xq, iar f"~1) este
diferentiabild in xg. In aceste conditii, vom numi diferentiala de ordinul # a functiei
f in xp, notatd d" f (xp), functia de gradul n definitd prin

d"f(x0)(h) = f") (xo)h", pentruh € R.
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Obtinem atunci urmatoarea egalitate de functii de gradul n

d"f(x0) = f) (x0)dx",

care conduce la urmadtoarea notatie diferentiald alternativa a derivatei de ordinul n a
unei functii intr-un punct
d" f (xo)

7 (o) = L5

dxn

Pentru un punct arbitrar x, obtinem deci

d"f(x) = f)(x)dx", respectiv " (x) = d’;{fnx).

Exemple. 1. d"(e™) = (¢°*)"dx" = a"e"*dx", pentru x € R, a € R.

2. d*"(In(ax + b)) = (In(ax +b))MWdx" = %dﬂ, pentru a,b € R,
x€R,ax+b>0.

2 Teoremele fundamentale ale calculului diferential

In aceastd sectiune vom prezenta cteva proprietdti importante ale functiilor derivabile
si unele aplicatii ale acestora in studiul monotoniei si aproximarii functiilor. Tncepem
prin a defini notiunea de punct de extrem.

2.1 Puncte de extrem
2.1.1 Puncte de minim local. Valori minime locale

Fie f : I — R, I interval. Vom spune ca xp € I este un punct de minim local daca
existd o vecindtate V € V(xg) astfel ca f(xg) < f(x) pentru orice x € VNI, adicd
valoarea f(x() alui f In x( este cea mai mica valoare a acestei functii pe o vecinitate a
lui x¢. In aceste conditii f(x() se numeste valoare minima locali.

2.1.2 Puncte de maxim local. Valori maxime locale

Similar, vom spune ca xo € I este un punct de maxim local daca exista o vecinatate
V € V(xp) astfel ca f(xg) > f(x) pentru orice x € V N I, adica valoarea f(x) alui f in
X( este cea mai mare valoare a acestei functii pe o vecinitate a lui x(. In aceste conditii
f(xp) se numeste valoare maximi locala.



wX

Figure 1: x», x4 puncte de minim local, x1, x3, x5 puncte de maxim local

2.1.3 Puncte de extrem local. Valori extreme locale

Dacé x( este un punct de minim sau maxim local al functiei f, se spune atunci ca x
este un punct de extrem local al functiei f, valorile functiei f In punctele de extrem
local numindu-se valori extreme locale ale functiei f. De asemenea, dacd x( este un
punct de minim (maxim) local al functiei f, punctul corespunzator (xg, f(x)) de pe
graficul functiei f se numeste punct de minim (maxim) local al graficului.

2.1.4 Puncte de extrem global. Valori extreme globale

Daci x este in asa fel incat f(xg) < f(x) pentru orice x € I, vom spune cd x( este
punct de minim global al lui f, iar dacd f(xp) > f(x) pentru orice x € I, vom spune
ca xp este punct de maxim global al lui f. Dacd x( este un punct de minim sau maxim
global al functiei f, se spune atunci cd xp este un punct de extrem global al functiei f,
valorile functiei f in punctele de extrem local numindu-se valori extreme globale ale
functiei f. De asemenea, dacd x( este un punct de minim (maxim) global al functiei f,
punctul corespunzitor (xg, f(xo)) de pe graficul functiei f se numeste punct de minim
(maxim) global al graficului.

Se observa cd orice punct de extrem global este si punct de extrem local, nu insa
si reciproc. De exemplu 2 este punct de minim local al functiei f : R — R, f(x) =
(x — 1)(x — 2)?, deoarece f(2) = 0, iar pe o vecinatate suficient de micd a sa f ia doar
valori pozitive, dar nu este punct de minim global, deoarece f ia si valori negative (de
exemplu, f(0) = —4).



Figure 2: Graficul functiei f : R — R, f(x) = (x — 1)(x — 2)?

Se poate observa cd o functie f poate admite mai multe puncte de minim sau maxim
local, putdnd exista deasemenea valori minime locale mai mari decat valori maxime
locale.

Exemple. 1. f:R — R, f(x) = x? are 0 ca punct de minim global, deoarece
f(0) = 0, iar f(x) > 0 pentru orice x € R. In concluzie, 0 este si punct de
minim local. Se observa de asemenea ca f/(0) = 0.

2. f R = R, f(x) = (x —1)?>(x — 2)(x — 3)? are 1 ca punct de maxim local,
deoarece f(1) = 0, iar f(x) < 0 pentru x apropiat de 1 si pe 3 ca punct
de minim local, deoarece f(3) = 0, iar f(x) > 0 pentru x apropiat de 3.
Totusi, acestea nu sunt puncte de extrem global, deoarece f ia atat valori strict

negative (de exemplu f(0) = —18), cat si valori strict pozitive (de exemplu
f(4) =18).
Ty
[e) i\_/z *3 4

Figure 3: Graficul functiei f : R — R, f(x) = (x — 1)?(x — 2)(x — 3)?

2.2 Teorema lui Fermat

Vom preciza in cele ce urmeaza un principiu de localizare a punctelor de extrem ale
unei functii date, cunoscut sub numele de teorema lui Fermat

Teorema 2.1. Fie f : I — R, I interval, si fie xo un punct de extrem interior lui I in care
f este derivabilid. Atunci f'(xo) = 0.

Se poate observa ca daca x( este un punct de extrem care nu este interior intervalului
I, atunci f'(xp) poate sd nu fie 0. In acest sens, fie f : [0,1] — R, f(x) = x. Atunci



0 si 1 sunt puncte de minim global, respectiv de maxim global, deoarece f este strict
crescitoare pe [0,1], deci sunt si puncte de extrem local. Totusi, f'(x) = 1 # 0 pentru
orice x € [0,1].

De asemenea, reciproca teoremei lui Fermat nu este adevaratd, in sensul cd daca
f'(x0) = 0, atunci xp nu este neapdrat punct de extrem, chiar dacd este interior inter-
valului I. In acest sens, fie f : R — R, f(x) = x>. Atunci f este derivabild pe R si
f'(x) = 3x2, pentru x € R, deci f/(0) = 0. Totusi, 0 nu este punct de extrem, deoarece
f(0) =0, iar f ia in orice vecindtate a lui 0 atat valori strict negative (pentru x < 0), cat
si valori strict pozitive (pentru x > 0).

In fine, s4 observam si ci o functie poate avea puncte de extrem in care nu este
derivabila. In acest sens, fie f : R — R, f(x) = |x|. Atunci 0 = f(0) < f(x) pentru
x € R, deci 0 este punct de minim global, dar f;(0) = —1 # f}(0) = 1, deci f nu este
derivabila in 0.

Sa remarcam urmadtoarea interpretare geometrica a teoremei lui Fermat.

2.2.1 Interpretarea geometricd a teoremei lui Fermat

Daca f : I — R si x¢ este un punct de extrem interior lui I in care f este derivabild,
atunci tangenta la grafic in punctul de extrem corespunzator A(xo, f(xo)) al graficului,
de panta f/(xy) = 0, este paraleld cu Ox.

Ty
A(x,, f(x,))

wx

2.2.2 Puncte critice

Fie f : I — R. Vom spune ca x( este un punct critic al lui f dacd f este derivabild in
xo, iar f/(xg) = 0.

Altfel spus, punctele critice ale lui f sunt rddéacinile lui f’. Cu aceastd precizare,
teorema lui Fermat arata cd punctele de extrem ale unei functii situate in interiorul
domeniului de definitie si in care acea functie este derivabila se gdsesc printre punctele
critice. Totusi, s-a observat anterior cd nu orice punct critic este punct de extrem.

2.3 Teorema lui Lagrange
2.3.1 Functie Rolle pe un interval

Fie f : [a,b] — R. Vom spune ci f este functie Rolle pe [a,b] dacd f este continud pe
[a, b] si derivabild pe (a,b).

Are loc urmadtorul rezultat, numit teorema lui Lagrange sau teorema cresterilor
finite.



Teorema 2.2. Fie f : [a,b] — R, f functie Rolle pe [a, b]. Atunci existd ¢ € (a,b) astfel

incat f'(c) = f—(bl)):f:(“).

Teorema lui Lagrange are consecinte importante in studiul monotoniei functiilor,
enuntate in urmatorul rezultat.

Corolar 2.1. 1. Dacid f : I — R, I interval, este derivabili pe 1, iar derivata sa este identic
nuld pe 1, atunci f este constantd pe .

2. Daci f,g : I — R, I interval, sunt derivabile pe I, iar derivatele lor sunt egale pe I,
atunci f si g diferd printr-o constantd pe I.

3. Daci f : 1 — R, I interval, este derivabili pe I, iar derivata sa este pozitivi (respectiv
strict pozitivd) pe I, atunci f este crescitoare (respectiv strict crescitoare) pe 1. Daci
f I — R, I interval, este derivabilii pe 1, iar derivata sa este negativi (respectiv strict
negativi) pe 1, atunci f este descrescitoare (respectiv strict descrescitoare) pe I.

2.4 Regulile lui L'Hopital

In unele dintre situatiile in care calculul limitelor unor functii conduce la cazuri de

: .0 0o N, : . :
nedeterminare de tipul 0 52U o pot fi utilizate cu succes asa-numitele reguli ale lui
L'Hépital.

0
2.4.1 Regulalui L'Hopital pentru cazul de nedeterminare 0

Teorema 2.3. Fie xo un punct de acumulare (finit sau infinit) al unui interval I si fie f, g
doud functii definite pe 1, cu exceptia eventuald a lui xq. Presupunem cd sunt indeplinite
urmuitoarele conditii

1. lim f(x) = lim g(x) =0.

X—X( X—XQ

2. f, g sunt derivabile pe I, cu exceptia eventuald a lui xo.

3. §'(x) # 0 pentru orice x € 1, x # x,.

/
4. Existd limita lim f/(x)
=% g'(x)

, finitd sau infinitd.

f

Atunci g(x) # 0 pentru orice x € I, x # xo, functia p are limitd in xg si

f(x)

: e ff)
xh—>n9}0 g(x) - xh—>n;c10 g’(x)'




X —arctgx -

Exemplu. Sd determindm valoarea limitei lim . In acest scop, sa ob-

x—0 x3
servam ca functiile

f:R—=R, f(x) =x—arctgx, ¢:R =R, g(x) =2,
sunt in asa fel incat lin}J (x —arctgx) = lin%) x3 = 0, f, g sunt derivabile pe R iar
X— X—
¢'(x) = 3x? # 0 pentru orice x € R*. In plus,

1

. (x—arctgx) . l-—97m 1 1

1 ~ 9 7 —] — - -] - =

20 (3 xo0 822 203(1+a2) 3
— arct 1
de unde obtinem ca lim % =-.
x—0 X 3

Uneori, este necesar sd se aplice de mai multe ori succesiv regula lui L'Hopital, intrucat

!
noua limitd lim f /(x)
=% g'(x)

.0
este tot de tip o

X _ X

< - T X & 5
Exemplu. Sd determindm valoarea limitei lim In acest scop, sd ob-

x—0 X —sinx
servam cd functiile

fi(—¢e) =R, f(x) =e*—e ¥ =2x, g:(—¢¢) >R, g(x) =x—sinx,

sunt in asa fel incat lim (e* —e™* — 2x) = lim(x —sinx) = 0, f, g sunt derivabile
x—0 x—0

pe (—¢,¢) iar ¢'(x) = 1 — cos x # 0 pentru orice x € (—¢,¢)\ {0}. In plus,

. (eF—e*=2x) . ef4e -2
lim . = R
x—0 (x —sinx)’ x—0 1—cosx

Functiile
fi:(—e¢€) >R, filx)=e"+e -2, g1:(—¢¢) >R, g1(x) =1—cosx

sunt in asa fel incat lim(e* + e * —2) = lim(1 — cosx) = 0, f1, g1 sunt derivabile
x—0 x—0

pe (—¢,¢) iar g} (x) = sinx # 0 pentru orice x € (—¢,¢)\ {0}. In plus,

_ 2x
) (ex—i—e*x—Z)’ o er—e X . efx(er_l) e x,ele .2y
lim — =Ilm-———=1lm ——F——-=1im .
x—0 (1 —cosx) x—0 sinx x—0 sin x x—0 sinx ., y
=2.

Urmeaza ca

Lot —e Y —2x Lot te =2
im——— =lim—— = 2.
x—0 Xx—sinx x—0 1—cosx




o0
2.4.2 Regulalui L'Hopital pentru cazul de nedeterminare =

Teorema 2.4. Fie xo un punct de acumulare (finit sau infinit) al unui interval I si fie f, g

doud functii definite pe I, cu exceptia eventuald a lui xo. Presupunem cd sunt indeplinite
urmdtoarele conditii

. lim |g(x)| = co.

X—X(
2. f, g sunt derivabile pe I, cu exceptia eventuald a lui xo.

3. §'(x) # 0 pentru orice x € I, x # x.

/
4. Existd limita lim f(x) , finitd sau infinitd.
x=x ¢'(x)’

Atunci functia ]é are limitd in xg si

_ f(x) f(x)
xh—>n;clo g(x) xl—>x0 g'(x)’

In(si R
Exemplu. Sa calculdm limita h M a,b € (0,00). In acest scop, sd ob-

0 In(sin(bx) )’

x>0
servam ca functiile

f:(0,e) > R, f(x) =In(sin(ax)), g:(0,¢) > R, g(x) = In(sin(bx))

sunt in asa fel incat lin% In(sin(bx)) = —oo, f, g sunt derivabile pe (0, ¢) iar ¢'(x) =
X—
0
b cos bx ~

beoshx —£ 0 pentru orice x € (0, ¢). In plus,

' ' acosax -
lim (In(sin(ax)))" _ i sinax _ jyy, 9.€08a%  sin bx
! bcosbx —
x—0 (In(sin(bx x—0 x—0 bcosbx sinax
x>0 x>0 smbx x>0
acosax . Smbr.py 4 op
= lim - lim — =-.-—=1
x—0bcosbx x—0S4X . ;v h g
x>0 x>0 ax

Urmeaza ca

lim In(sin(ax)) _q

50 In(sin(bx))

2.4.3 Alte cazuri de nedeterminare

Regulile lui L'Hopital sunt destinate in mod explicit calculului limitelor unor rapoarte
de functii ce conduc la cazurile de nedeterminare g si . Totusi, dupd rearanjarea unor




termeni sau executarea unor operatii de logaritmare, si alte cazuri de nederminare pot
ti tratate prin intermediul acestor reguli.

2.5 Formula lui Taylor

Conform definitiei diferentiabilitdtii, a fost observat anterior cd dacd f : I — R este
derivabila in xy € I, atunci

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0), pentrux = x.

2.5.1 Polinomul lui Taylor de ordinul n

In cele ce urmeaza, dorim si extindem aceasta formula de aproximare la una cu acuratete

superioard. Sa presupunem ca f : I — R este derivabid de ordinul nin xg € I, n > 1.

Atunci derivatele de ordin pana la n — 1 inclusiv existd pe o vecindtate a lui xp; pentru

simplitatea expunerii, sd presupunem cd acestea existd pe intreg I. Functia polinomiala

Ty : I — R definita prin

f'(x0)
!

Tu(x) = f(X()) + 1—(2( —x0) +

f"(xo)
21

£ (x0)

n!

(X—XO)Z—l—...—l— (x—xo)”

se numeste polinomul lui Taylor de grad n atasat functiei f in punctul xy.

2.5.2 Restul formulei lui Taylor de ordinul n

Fie acum R, : I — R, definitd prin

Ru(x) = f(x) — Ty(x), pentru oricex € I.

Atunci
f(x) = Tu(x) + Ru(x), pentruoricex € I,
sau
"(x "(x () (x
£ = ) + 200 ) ¢ 00 g L0 e

+ Ry (x),

relatie numitd formula lui Taylor de ordinul n corespunzdtoare functiei f in punctul
xp. Functia R, astfel definitd poarta numele de restul formulei lui Taylor de ordinul
n si mdsoard eroarea cu care polinomul T, aproximeazd functia f.

Dacd f este derivabild de n + 1 ori pe intreg intervalul I, obtinem restul lui La-
grange, sub forma

(+1)
= f(;: 1()0!) (3 = 20",

pentru c intre x si x. Existd atunci 6 € (0,1) (dependent de xy, x si n) astfel incat

c=x0+0(x — xp),

10



iar cu notatia h = x — xq, formula lui Taylor se poate scrie astfel

Flro +h) = fan) + L0y S0y SOy g

unde R, se poate pune sub forma

f(n+1) (xO + Gh) prtl
(n+1)!

R, = (Lagrange). (1)

Exemple. 1. Fie f:R — R, f(x) = ¢*. Cum
f"(x) =¢*, pentruorice n € N,

avem ci f()(0) = 1 pentru orice n € N, iar

2 n
. X X X
unde
e@x
R, = ———x""1, 9e(0,1).

T (m+1
2. Fie f:R = R, f(x) = sinx. Cum

£ (x) = sin(x + %), pentru orice n € N,

avem ca f(")(0) = sin 2%, deci f?¥) = 0, iar 1) = (—1)k, k € N. De aici,

Sy — X B x3 N x5 N N (_1)n—1x2n—1
TR TR - TR (2n —1)!

unde
(—1)"*1sin <9x + —(n+21)7r>

(2n+1)!

R, =
3. Fie f :R = R, f(x) = cos x. Cum
FM(x) = cos(x + %T), pentru orice n € N,

avem cd f(W(0) = cos "%, deci f%**+1) = 0, iar f%) = (—1)*1, k € N. De
aici,
Cosx—l_x_2+x_4+ +ﬂ
TRV 2!

11



unde
(—1)"* cos <0x + —(le)n)

_ 2n+2
R, = CTEL X2 g€ (0,1).

2.6 Puncte de extrem ale unei functii. Conditii necesare si suficiente

Fie f : I — R, I interval. S-a observat anterior cd punctele de extrem care sunt inte-
rioare lui I si in care f este derivabild se gadsesc printre punctele critice ale functiei f,
dar nu orice punct critic al unei functii este neapdrat punct de extrem. De exemplu,
fie fi : R — R, fi(x) = x>. Atunci f{(x) = 3x2, deci x = 0 este punct critic al lui f.
Totusi, acesta nu este punct de extrem, deoarece f1(0) = 0, iar in orice vecindtate a lui
0 functia f ia atat valori negative cat si valori pozitive. In cele ce urmeazs, vom obtine
conditii de extrem cu ajutorul derivatelor de ordin superior.

Ty

Figure 4: Graficul functiei f1 : R — R, f1(x) = x3. x = 0 este punct critic, dar nu este
punct de extrem

Teorema 2.5. Fie f : I — Rsi fie xo € I astfel incit

fl(xo) = f(x0) = ... = f" D(x0) =0, f"(x0) #0.
1. Dacid n = 2k, atunci xq este punct de extrem local.

(a) Dacii n = 2k, iar f) (xy) > 0, atunci xq este punct de minim local.

(b) Daci n = 2k, iar f)(xg) < 0, atunci xq este punct de maxim local.

2. Dacin = 2k + 1, iar xq este punct interior lui I, atunci xo nu este punct de extrem
local.

Pentru n = 2, se obtine urmatorul corolar foarte util in studiul variatiei functiilor.

Corolar 2.2. Fie f : I — R derivabili de doud ori in xo € 1 astfel incat f'(xo) = 0 si

f"(x0) #0.
1. Dacd " (x¢) > 0, atunci xg este punct de minim local.

2. Dacit f"(x0) < 0, atunci xq este punct de maxim local.

12



Ahy Aly
(%5, f(x,))
(%, f(x,)) X 3
Figure 5: f'(x9) = 0si f"(x9) > 0. xo Figure 6: f'(xg) = 0si f"(x9) < 0. xg
este punct de minim local este punct de maxim local

Exercitiu. Fie f : R — R, f(x) = x® — 3x. Determinati punctele de extrem ale lui

f.

Solutie. Cum f este derivabild pe intreg IR, iar toate punctele domeniului sunt puncte
interioare acestuia, urmeaza conform teoremei lui Fermat cd punctele de extrem sunt
printre punctele critice. Deoarece f'(x) = 3x> — 3, f’ se anuleazad pentru x; = —1 si
xp = 1. Cum f”(x) = 6x, urmeazd cd f”"(—1) = —6 < 0, iar /(1) = 6 > 0, deci —1
este un punct de maxim local, iar 1 este un punct de minim local.

13
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