Universitatea Tehnica “Gheorghe Asachi” din Iasi

Facultatea de Hidrotehnicd, Geodezie si Ingineria Mediului

Nume si prenume:

Grupa:

AM 2 - RESTANTA

(10p) 1. Sa se calculeze: /99:8 — 52t + sin(x) da.

w/2
(10p) 2. Sé se calculeze: / x - cos(z) dx.
0

423 + 62

(10p) 3. Sd se calculeze: /x4—|—3x?+32 x.

0
(10p) 4. Sa se calculeze /y2 dz + z* dy, stiind ca (C) : = =192, y € [0,2].
C
(10p) 5. Sd se calculeze // 1223y? dady, stiind cd D = {(z,y) € R? | z € [1,2], y € [0,2]}.
D
(10p) 6. S se calculeze //(53:3 +2y)drdy,unde D = {(z,y) e R? | 0< 2 <1, v <y <4z}
D

(20p) 7. S se calculeze // 1dS,unde S = {(x,y,2) € R® | 2% + y? + 22 = 9}.
S

(10p) 8. Sé se calculeze /// (32” + 8zyz) dadydz, stiind cd V = [0, 1] x [0,2] x [0, 3.
1%

Se acorda 10p din oficiu.
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Facultatea de Hidrotehnicd, Geodezie si Ingineria Mediului

Nume si prenume:

Grupa:

ANALIZA MATEMATICA 2 - RESTANTA
Recomandare

Pentru a obtine mai usor nota minima de promovare, recomandam parcurgerea subiectelor:
(10p) 1. S& se calculeze: /91:8 — 5zt + sin(x) dz.

1. - de rezolvat integral
w/2

(10p) 2. Sa se calculeze: / x - cos(z) dx.
0

2. - de rezolvat integral

423 + 62

(10p) 3. Sd se calculeze: /3:4—i-3$2—i-32 x.

0

3. - de rezolvat integral

(10p) 4. Sa se calculeze /y2 dz 4 z* dy, stiind ca (C) : z =192, y €[0,2].
c

4. - de rezolvat integral

5. S& se calculeze // 1223y* dady, stiind c& D = {(2,y) € R? | 2 € [1,2], y € [0,2]}.
D

5. - de rezolvat integral

in acest mod, puteti obtine 10p[1]+10p[2]+10p[3]+10p[4]+10p[5]+10p[Oficiu] =60p, adici nota 6,00
(media sase)...

Nota 1: in cele ce urmeazd, puteti gasi solutiile la toate problemele din model, nu doar la cele reco-
mandate.
Nota 2: problema 8 este foarte similara cu problema 5...
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Nume si prenume:

Grupa:

ANALIZA MATEMATICA - RESTANTA
Model rezolvat

(10p) 1. Sa se calculeze: /9x8 — 52 + sin(x) da.

Rezolvare: Vom utiliza formulele:

n+1
o/ld:p:aH—C o/x”dx:x +C

. / cos(x) dz = sin(z) + C o / sin(z) do = — cos(z) + C.

Atunci:

/9568 — 5z% 4 sin(x) dz = /Qx8 do — /59:4 do + /Sin(m) dx

:9/$8dm—5/x4dx+/sin(m)dm

=29 — 2% — cos(z) +C.

Alte exemple:

. / 725 + 32t + sin(z) dz = /7305 dz + /31’4 dx + /sin(:n) dx =

8 z? 726 3%
—7E+3Z—COS(ﬁ)"‘C—?‘FT—COS(.I)—FC
z’ x3
0/31}6+4JI2—COS($) d$:3-7+4-?—sin(x)+6’;
215 72
o/4x14—3x—sin(x) dm:4‘1—5—3-?+cos(a:)+c.

w/2
(10p) 2. S& se calculeze: / x - cos(x) dz.
0

2. Vom folosi metoda de integrare prin parti, adicd formula:




cu

Prin urmare, avem:

w/2

z - cos(z) dz = (z - sin(z))
/

0

/2 /2
- / 1-sin(z) dz
0
0

Alt exemplu:

™

- /1 (= cos(z)) dz

0

™

-sin(z) dz = (z - (— cos(z)))

0

Ot~
8

=7 (—cos(m)) —0-cos(0) + /cos(:x) dx
0

=n-(—(-1)) -0+ /Oﬂcos(x) dx

™

=7+ (sin(z)) .

=m+sin(r) —sin(0) =7+0—-0=m.

423 + 62

(10p) 3. Sd se calculeze: /174—1—33324—32 x.

0
Rezolvare: Fie t = 2 + 322 + 32. Atunci dt = (4:1;3 + 6:1;) dx (obtinem aceastd relatie prin derivare).
Mai mult, avem:
x| 0 | 1
t 07 +3-0+32=32] 1" +3-1° + 32 =36

Prin urmare:

1 36
423 + 6 1 . 1
— " dr= | ——————— . (42° + 6x d.,:/dt
/x4+3$2+32 ‘ /x4+3x2+32 (4a7 + 6z) dz ¢
0 0 32
36
36 9
=In(t)| =1 —In(32) =In( .5 ) =In{ - ).
n(t) N n(36) — In(32) n<32> n<8>




32?42
Alt exemplu: Sa se calculeze / o2 dx.
3 +2r+1

2

Fiet = 23 + 22 + 1. Atunci dt = (3x2 + 2) dz (obtinem aceastd relatie prin derivare). Mai mult, avem:
x ‘ 2 ‘ 4
t[22+2.2+41=13[4+2-44+1=713

Prin urmare:
4 73

322 + 2 1 ) 1
/x3+2x+1dx_/x3+2x+1'<3x ”W—/tdt
2 2 13

73 73
=In(t)] =1In(73) —In(13) = ln<).
13 13

4. Sa se calculeze /y2 da + 2 dy, stiind ca (C) : z =192, y € [0,2].
c
Cum (C) : = =y?, y € [0,2], atunci o parametrizare a curbei C este:
r=x(t) = t2
y=y(t) =t,

Vom folosi urmdtoarea formule de calcul a integralelor curbilinii de primul si al doilea tip:

2/ (t) = 2t,
y'(t)=1.

te[0,2]:>{

b

/P(w,y) dz + Q(z,y) dy = / (P(m(t%y(t)) -2 (t) + Q(x(t), y(t)) -y’(t)> dt
C

a

unde parametrizarea curbei C este z = z(t), y = y(t) sit € [a,b].
In cazul nostru, obtinem:

2 2
/?ﬁ dz +a' dy = /y(t>2-x’(t) +at(t) -y (t) dt = /t2-2t+ (t*)* -1 dt
0 0

C
2 2 2 t4t:2 t5t=2
:/ 2t3+t4dt:2/ t3dt+/t4dt:2- + —
0 0 0 4t:0 5t:O
2 5 2 5 5 5°

Alt exemplu: Sa se calculeze /x?’ dz + 4y? dy, stiind c& (C) : y = 22, = € [0,1].

c
Cum (C) : y =22, z €0,1], atunci o parametrizare a curbei C este:

_ _ (F) —
r=ux(t) =t, e l0,1] = '(t) =1,
y=y(t) =1, y'(t) =2t.

Obtinem astfel:

1 1
/ac3 dz +4y* dy = /x(t)3 2! (t) + 4y (t) -y (¢) dt = /t3 14 4(82)% - 2t dt
0 0

C
1 1 1 t4t:1 t6t:1
:/t3+8t5dt:/t3dt+8/ Bdt=2-| +8.—
0 0 0 4li=0 6110
_14—04+4(16—06)_1+4_3+16_19
4 3 473 12 12 12



5. Sa se calculeze // 1223y* dz dy, stiind cd D = {(z,y) € R? | z € [1,2], y € [0,2]}.

D
Rezolvare: Deoarece domeniul D este un dreptunghi, atunci nu conteaza ordinea de integrare. Alegem

varianta:
2 2
// 1223y? dzdy :/ </ 1223y dy) dax.
1 0
D

Atunci:
y=2
=4a® - (2° - 0°) = 42° - 8 = 322°.

2
/ 1223y dy:12x3/ y? dy = 1223 - y
3 |y=o

0 0

Prin urmare:

2
// 1223y d:cdy—/ </ 1223y dy>dx
1 0

=2
:/32x dz =32- =8 (2*—1") =815 = 120.

1

=1
Alt exemplu: S& se calculeze // 9z2y? dx dy, stiind cd D = {(z,y) € R? | z € [2,4], y € [1,3]}.

D
Deoarece domeniul D este un dreptunghi, atunci nu conteazd ordinea de integrare. Alegem varianta:

4 3

// 9222 dady :/ (/ 9229 dy) dz.
2 1

D

3 y=3
/ 922y dy = 9:::2/ y* dy = 927 - y3 =32% - (3% —1%) = 32% - 26 = T8z”.
1 1
Prin urmare:

Atunci:

y=1

4 3 4 23 ]7=4
// 92%y? dady = / </ 9222 dy> dz = / 7822 dx =78 - =
/s 2 1 2 3 oz

=26- (43 —2%) =26 (64 — 8) = 26 - 56 = 1456.

(10p) 6. Sad se calculeze //(5:U3 +2y)de dy,unde D = {(z,y) e R? |0 <2 <1, 2 <y <4z}

Rezolvare: Domeniul D reprezintd un triunghi. Pentru a evita o reparametrizare a domeniului D, vom

integra astfel:
1 4x
// (523 + 2y) dady = / (/ (52% + 2y) dy> dz.
D 0 T

4x 4x dx
/ (523 + 2y) dy:/ 523 dy+/ 2y dy

dx dx
:5333/ 1dy+2/ ydy =523y
z T y=x

=52 (4o — z) + ((42)* — x2) = 52° - 3z + (162° — x ) = 152* + 1522

Avem

y=4x
+2.

2 |y=4x

v
2




Atunci

1 4x 1
// (523 + 2y) dady = / (/ (52% + 2y) dy) dz = / (152* 4 152%) dz
D 0 T 0

=1
5T $3

x
=15. 15. 2=
5 * 3

=1
=3-(1°-0°)+5-(1°-0°) =3+5=38.

z=0

=0

Alt exemplu: dacd D = {(z,y) € R? | 3y < x < 4y, 0 < y < 2}, atunci

2 4y 2 4y
// 10zy* dedy = / (/ 10zy* dx) dy = / 10y4</ x dx> dy
D 0 3y 0 3y

2 22 =4y 2
2/0 10y4'§ /O 5y - ((4y)* — (3y)?) dy

dy
2 2 2
= / 5yt - (16y2 — 9y2) dy = / 5yt Ty? dy = / 35y° dy
0 0 0

=3y
7

—35. 2
7

y=2
=5-(2"-0") =5-128 = 640.

y=0

(20p) 7. S4 se calculeze // 1dS,unde S = {(x,y,2) € R® | 22 + y* + 22 = 9}.
S

Rezolvare: Deoarece S este datd de z2 + y? + 22 = 9 = 32, obtinem ca S este o submultime a sferei de
razd 3, centratd in origine. Deoarece z, y si z sunt pozitive, ob{inem parametrizarea:

x = z(u,v) = 3cosucosv,
y = y(u,v) = 3cosusinv, undewu € [0,7], v € [0,27].

z = z(u,v) = 3sinu,
Prin urmare, avem:
7(u7 v) = (3 €OS U cos U, 3 cos u sin v, 3 sin u) ,

de unde obtinem:

or
o (u,v) = %(u, v) = (=3 sinwucos v, —3sinusinv, 3 cosu)
si
or
To(u,v) = —(u,v) = (—3cosusinv,3cosucosv,0).

Q
S

Atunci, folosindu-ne de formulele
E(u,v) = Hﬁi u, v)H2
F(u,v) = ﬁ U, U) : r_g(u,v) =< m(uvv)a U(ua U) >
2
G(u,v) = ||7) (u,v)||

obtinem:

E(u,v) = ||(~3sinucosv, —3sinusinv, ?)cosu)H2 = (=3sinucosv)? + (—3sinusinv)? + (3cosu)?
= 9sin® ucos® v + 9sin® usin® v + 9 cos® u = 9sin? u(0052 v + sin? v) +9cos®u
=9sinu -1+ 9cos®u = 9sin*u +9cos’u =9 - (sin®u + cos®u) =9,

apoi

F(u,v) = (—3sinucosv, —3sinusinv, 3 cosu) - (—3 cos usinv, 3 cos u cos v, 0)
= (—3sinucosv) - (—3cosusinv) + (—3sinusinv) - (3cosucosv) + 3cosu - 0

=9sinucosusinvcosv — 9sinucosusinvcosv +0=20



si
G(u,v) = ||(=3cosusinv, 3cosucosv,0)||2 = (=3 cosusinv)? 4 (3 cos ucosv)? + 0?

:9cos2usin21)—i—9cos2ucos,2v —9cos’u - (sin211—|—cos2v) =9cos’u-1=9cos’u.

Ne vom folosi apoi de urmdtoarea formuld: dacid suprafata S este descrisi de parametrizarea
7 (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), cuu € [a,b] si v € [c,d], atunci

// flz,y,2)dS = /b/d f(x(u,v),y(u,v), 2(u,v)) - /E(u,v) - G(u,v) — F2(u,v) dv du.
S a ¢

In cazul nostru, obtinem:

T 27
//1d5=// 1-vE(u,v) - G(u,v) — F2(u,v) dv du
S 00

T 2w T 27

// V9 - 90052u—02dvdu—//\/810052 dv du

T 27

//9 | cosu| dv du

7r/2 o /2 21

://QCosudvdu+// (—9cosu) dv du,
00 00

din moment ce cosu > 0 pentru u € [0, g} sicosu < 0 pentruu € [;r’ 7T:| . Atunci:

w/2 2 T 2
/1dS:/ 9(:osu</ 1dv> du—/ 9(zosu</ 1dv> du
0 0 /2 0

S
7r/2 V=271 7r/2 v=21
:/ 9cosu-v du—/ 9cosu - v
0 0

du
v=0
w/2 T
:/ 187 cosu du—/ 187 cosw du
0 w/2

v=0

w/2 ™
= 187r/ cosu du — 187T/ cosu du
0 T

/2
u=m/2 u=m
= 187 - sinu — 187 sinu
u=0 u=m/2

= 187r<sin (g) - sin(0)> - 18W<Sin(”) —sin <72T>>

—187((1-0) — (0~ 1)) = 367

(10p) 8. Sé se calculeze /// (327 + 8zyz) dadydz, stiind ca V = [0,1] x [0,2] x [0, 3].

Rezolvare: deoarece domeniul V' este un paralelipiped dreptunghic, nu conteaza ordinea de integrare.
Alegem sd integrdm astfel:

/ / / (32° + 8zyz) dadydz = /0 1 ( /0 i ( /O ’ (322 + 8xyz) dz) dy> d.



Integrala anterioara se calculeaza in mod similar cu integrala dubla de la exercitiul 5, cu singura observatie
ca, in acest caz, avem de calculat trei integrale in loc de doud. Vom integra “din interior cdtre exterior”
si vom scoate, de fiecare datd, variabilele care nu depind de variabila fatd de care se integreaza in fata
integralei, adica:

3 3 3 3 3
/ (33:2 + Sxyz) dz = / 322 dz + / 8ryz dz = 3$2/ 1dz+ 8:Uy/ zdz
0 0 0 0 0

z=3 22 z=3
=322 2 + 8zy - — =32 (3 —0) +4xy - (3> - 0%)
z=0 2 z=0
=923 + 36zy.
Apoi:
2 3 2 2 2
/ </ (33:2 + Sxyz) dz> dy = / 922 + 36zy dy = / 923 dy +/ 36xy dy
0 0 0 0 0
2 2 y=2 y? y=2
:9x3/ 1dy+36x/ ydy =923y|  + 36z =
0 0 y=0 2 y=0
=923 (2—0) + 18z - (2% — 0%) = 182> + 72z.
Obtinem astfel:

1 2
/// (3562 + Sxyz) dzdydz = < ( 3z2 + Sxyz) dz) dy> dz
0 0
\%
1
-,

1
:/ 18x —|—72x dz
0

2
< 937 + 36xy) dy) dx
0

1 x4 =1 1,2 x=1
:18/ T dx+72/wdx:18~ 4+ 72—
0 0 4,20 2 {0
9 9 81
_2-(14—04)+36-(12—02) +36 ==

Alt exemplu: dacd V = {(z,y,2) € R} |0 <2 <2, 1 <y <3, 2< 2 <4}, atunci:

2 3 4
/// 122y2% dadydz :/ (/ (/ 122y2> dz) dy) dzx.
0 1 2
\%

Avem astfel:

z=4

4 4 3
/ 122y2% dz = 12xy/ 22 dz = 12zxy - z =4zy - (43 — 2‘3)
2 2 3 z=2

=4zy - (64 — 8) = day - 56 = 224xy.

Apoi
3 4 3 3
/ (/ 12zy2> dz> dy :/ 224xy dy = 224x/ y dy
1 2 1 1
y2 y=3
=224z =2 (3°—1%) =112z - (9 — 1) = 112z - 8 = 896z,
y=1



de unde obtinem:

2 3 4
/// 12xy22 dzdydz :/ </ (/ 12xy22 dz) dy> dz
J 0 1 2
2 3
:/ </ 224y dy) dx
0 1

2
2/ 896x dx
0

2 5L‘2
:896/xdx:896~
0 2

=2
=448 (2° —0%) =448 (4 —0) = 448 -4 = 1792.

=0

10



