Universitatea Tehnica “Gheorghe Asachi” din Iasi
Facultatea de Constructii de Masini si Management Industrial

Nume si prenume:

Grupa:

ANALIZA MATEMATICA - RESTANTA

. oS+ 3 +4ant+5
(10p) 1. Sa se calculeze nlgn;o 6l - 55+ S 3

(10p) 2. Calculati: /47x46 — 46z + cos(x) dx.

o0
!
(10p) 3. Sé se studieze natura seriei: Z ;7
n=1

(10p) 4. Sa se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (0,1) — R* definita prin:

ot + 7

= (12t* — 3¢? -
f(t) ( t* — 3t + cos(t), T

t° - arcsin(t), In(3" + sin(5t) + 1)), vt e (0,1).
(10p) 5. Fie functia f : R? — R definita prin:

f(z,y) = 3z +y* + sin(3zy?), V(z,y) € R

Calculati gradientul si Hessiana functiei f intr-un punct oarecare (,y) € R2.

(10p) 6. Fie D = {(z,y) € R? |0 < x <1, 1 < y < 3}. Calculati: // 15z%y? dady.
D
(10p) 7. Fie D = {(x,y) € R? | 3y < z < 4y, 0 < y < 2}. Calculati: // 10zy* dzdy.
D

(10p) 8. Fie D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 64}. Calculati: // 2% + y? dady.
D

(10p) 9. Fie V = {(x,y,2) e R} |0 <2 <1, 2 <y <6, 3<2z<5}. Calculati:

/ / / 242y z dedydz.
1%

Se acorda (10p) din oficiu.
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Recomandare

Pentru a obtine mai usor nota minima de promovare, recomandam parcurgerea subiectelor:

. o283 +4nt+5
(10p) 1. Sa se calculeze nh_)rgo 6l 5+ S+ 3

1. - de rezolvat integral
(10p) 2. Calculati: /47:046 — 46z + cos(x) dz.

2. - de rezolvat integral
(10p) 4. S4 se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (0,1) — R* definita prin:

S5t + 7

t) = (12t* — 3¢2 ), ——
o= ( +eos(t), 2ET

t* - arcsin(t), In(3" + sin(5¢) + 1)), vt € (0,1).

4. - de rezolvat doar primele doua componente

(10p) 5. Fie functia f : R? — R definita prin:

f(z,y) = 3z + y? + sin(3zy?), V(z,y) € R
Calculati gradientul si Hessiana functiei f intr-un punct oarecare (r,y) € R2.

5. - de rezolvat doar pentru prima parte a functiei, adica 3z + 3>

(10p) 6. Fie D = {(x,y) € R? |0 < z < 1, 1 < y < 3}. Calculati: / / 152%y? dady.
D

6. - de rezolvat integral

(10p) 9. Fie V = {(z,y,2) e R} |0 <2 <1, 2 <y <6, 3 <2 <5} Calculati:

/ / / 242%yz dedydz.
\%

9. - de rezolvat integral

in acest mod, puteti obtine 10p[1]+10p[2]+5p[4]+5p[5]+10p[6]1+10p[9]1+10p[Oficiu] =60p, adici nota
6,00 (sase).

Nota 1: exercitiile 6 si 9 sunt extrem de similare!!!

Nota 2: in cele ce urmeaza, puteti gasi solutiile la toate problemele din model, nu doar la cele reco-
mandate.
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Model rezolvat

. o283 +4nt+5
(10p) 1. Sa se calculeze nh_)n;() 6ni 55 L 4nb £ 3"

Rezolvare: Vom folosi limita:

(sgn<an> - (+00), daca n > m,

lim ant” + a1z 1+ ...+ a1z + ao _Ja,
n—060 bmﬂ?m+bmfll‘mfl+...+b1$+bo - a, dacdn=m

0, dacd n < m.

Mai exact, aceastd formuld ne spune ca:

¢ dacd gradul polinomului de la numarator (cel care are coeficientii a,, a,,—1, samd) este mai mare decat
cel al polinomului de la numitor (cel care are coeficientii b, b,,—1, samd), adicd daca n > m, atunci
rezultatul este +o00 sau —oo, In functie de semnul fractiei determinate de coeficientii dominanti, adica

.. Gy
semnul fractiei —;
bin

* dacd cele doud grade sunt egale, adicd dacd n = m, atunci rezultatul este chiar fractia coeficientilor

Gnp

by’

¢ dacd gradul de la numaréator este mai mic decat cel de la numitor, adicd dacd n < m, atunci rezultatul
este 0.

dominanti, adica

Prin urmare, limita li 2n° + 3n° +dn’ + 5 oate fi rescrisa drept li 2n° + 3n° + dn’ + 5 io0
, im im
n=o00 6nt + 51’ + 4nb + 3 p Pt 4nb + 5nd +16n4 +3 2

servam astfel cd n = m = 6 (adicd ambele polinoame sunt de gradul 6), iar limita este 1= 73

b-

2
Pentru a primi punctajul maxim, vom parcurge pasii urmatori:
3n® 4n* 5
6 3 4 5
24—+ —F4+— 2L 2
2n6+3n5+4n4—|—5_1, n( +n6+n6+n6> 2+n+n2+ 6 2

44 2 4 7
st t

nh—{%o 4nb + 5nd +6nt + 3 B nl—g)lo 6( 5n° 6nt 3 > - nh—>n<§o 5 6 3 Z’
n PR

6

n

.3 4 5 5 6 .3
deoarece fractiile —, —, —, —, — si 6 converg la 0 pentru n — oo.

Alte exemple:

53+4n4+5n3+3 4 5 2
) 3n® + 4n* + 5m3 + 2 " nd nd  nd oond 3+ﬁ+ﬁ+ﬁ
e lim = lim = lim — -
n—oo —2nt +4nd 4+ 5n% +1  nooo 4n®  Bn? 1 n—oo n _2+é+i+i
n _2+F+7 vy n  n? nt



4n®  Bnt 2 4 5 9
n6<3++nﬁ+) 34—+ + =

o 3nS+4n® +5nt+2 nb nb . n T n2 6 3
e lim = lim = lim = —=
nsco 2nd —4n® —5nb +1 nooo 6 ont  4n®  5nb 1 n—oo 24 1 5
AW T s T T o
4 3

5 n 5 2 4 5 9

. 3+ — — = il

. 3n® +4n* +5n3 +2 Pt e s n5) .ond 3+n+n2+n5

e lim = lim = lim — -
n=oo 2nd —4nS —5nb +1  noo oant  4nb 1 n—oonb 2 4
] S - -5+1
n n n

(10p) 2. Calculati: /47:046 — 46z + cos(x) dx.

Rezolvare: Vom utiliza formulele:

n+1
o/ldx::n+C o/:r:"da::x +C

n—+1

o/cos(m) dx =sin(z) +C o/sin(az) dx = —cos(x) +C.
Atunci:

/47%46 — 46x + cos(x) do = /471‘46 dx — /46:c dx + /Cos(a:) dx

:47/:1:46dx—46/mdx+/cos(:x)d:1:
a7 2

:47-2—7—46~%+sin(x)+c

= 2" — 232 + sin(z) + C.

Alte exemple:

. / 725 + 32 + sin(z) dz = /7$5 dz + /3:L'4 dx + /sin(:n) dx =

28 xt 726 3%
—7-€+3-Z—cos(x)+C—?+T—Cos(x)+c
z’ 23
o/3x6+4x2—cos(x) dx:3-7+4-§—sin(az)+c;
215 2
o/4x14—3x—sin(:ﬁ) d$:4-1—5—3-5+cos(x)+c.

o0
n!
(10p) 3. Sa se studieze natura seriei: Z 30
n=1

[oe)
Rezolvare: Vom folosi criteriul raportului. Fie Z an, cu a, > 0, pentru orice n > 1. Dacd existd

n=1

. An+1
L = lim 2+
n—0oo0 QA

, atunci:

o0 o0
oL<1= Z a, este convergenta; oL >1= Z an este divergenta.

n=1 n=1



In cazul nostru, avem:

(n+1)!
. Gpy1 . gl . (D3 (n41)-nl 3" nt+l
R L L L S
3n
Prin urmare, seria Z 3—” este divergenta.
n=1
> 5™ - nl
Alt exemplu: pentruserianz:;7.11.15..“‘(4n+3),avem
. Qptl , 1 , 57l (n+1)! 7-11-15-...- (4n +3)
lim = lim ap4; - — = lim .
n—oo  ap n—o0 ap n—o07-11-15-...-(4n+3)-(4(n+1)+3) 5" - nl
I 5" -5-(n+1)-nl 7-11-15...-(4n+3)
= lim :
n—soo7-11-15-...- (4n+3)- (dn+7) 57 - n!
. 5-(n+1) . bn+b . hn 5
R e i S N Tl R

de unde obtinem ca seria este divergenta.
(10p) 4. S4 se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (0,1) — R* definita prin:

ft)= <12t4 — 3t? + cos(t), 3';1; t° - arcsin(t), In(3" + sin(5t) + 1)>’ Wt € (0,1).
Rezolvare: Amintim aici formulele 1/ = 0, (2™) = n - 2", (sin(t))’ = cos(t), (cos(t)) = —sin(t),
1 . 1
(1) = 1, (@) = o' In(a), (avsin(t))’ =~ si aretg(t))' = 5.

Mai mult decat atat, avem urmatoarele reguli de derivare pentru doud functii derivabile f,¢g : D — R,
cug # 0pe D, sipentru A € R:

g) B M, (f-9) =g+ fdsi(fl9) =Ff(g) g

(fg) =f+d, (Af)’zA-f’,< -

Cu alte cuvinte, avem:

(12¢* — 3t 4 cos(t)) =12 (t*) — 3 - (t?)' + (cos(t))’
=12-4t3 — 3.2t 4 (—sin(t)) = 48t3 — 6t — sin(t);
<5t+ 7)’ _ (Bt +7) - (7t +5) — (5t +7) - (7t +5)

Tt+5 (7t +5)2
_ 5(Tt+5)—T7(5t+7) (35t + 25) — (35t + 49)
(7t +5)? B (7t +5)2
_ 35t+25-35t—49  —24
B (7t + 5)2 (Tt +5)?

(t°- arcsin(t))/ = (t°)' - arcsin(t) + t° - (arcsin(t))’

= 5t - arcsin(t) + t° -

1—¢2
1
= TGl (3" +sin(5t) + 1)’
(3%) + (sin(5t)) + 1" 3t -1In(3) + cos(5t) - (5t) + 0
T 3itsin(5t)+1 3 + sin(5¢) + 1
3t -1In(3) + 5 cos(5t)
I sin(5t) + 1

(In(3! + sin(5t) + 1))’




Alte exemple:

(13t° 4 2t3 — sin(t))’ = 13 - 5t* + 2. 3t — cos(t) = 65t* + 61> — cos(t);
(3t+2>’_3(4t+3)—4(3t+2)_12t+9—12t—8 1

At +3 (4t + 3)2 (4t+3)2 (4t +3)2

4

4 I 443 &

(t* - arctg(t)) = 4¢t° - arctg(t) + FE
1

/

4t In(4) +4¢?
A4t 44

!/
(In(4® + t* + 4)) (44 tt - 4) = P

(10p) 5. Fie functia f : R? — R definita prin:

f(z,y) =3z + v+ sin(3my2), V(z,y) € R2.

Calculati gradientul si Hessiana functiei f intr-un punct oarecare (z,y) € R?.

Rezolvare: Avem:

7 (ay)

2 (50442 4 sin(aey?
= o <3x + y° 4 sin(3zy ))
D D 0 2 (o
=5 (3z) + 5 (v°) + o (sin(3zy?))
0
=3+ 0+ cos(3zy?) - E (3zy?)
=3+ cos(3zy?)-3-1-92
= 3 + 3y? cos(3xy?)
si

(r,y) = 883/ (3:1: + 32 + Sin(3xy2)>
0 0
= 8—y(33}) + 7(y2) +

dy
(sin(33}y2))

= 0+ 2y + cos(3zy?) - By (3xy2)

= 2y + cos(3zy?) - 3z - 2y
= 2y + 6y cos(3xy?).

Prin urmare, gradientul functiei f este:

Vi(z,y) = <g‘£(:p, Y); g‘;(a:, y)) = (3 + 3y? cos(3:cy2), 2y + 6xy cos(3:cy2)).

Calculam acum derivatele de ordinul al doilea “care incep cu z”:

0? 0 (0 0
aixjgc(xa V) =52 (ai(% y)> = %(3 + 3y? cos(3zy?))

0

ey 2
5 (3y” - cos(3zy?))

" ox
_ NN 2 s O 2
=0+ o (3y°) - cos(3zy?) + 3y 9 (cos(3zy?))

=0+0-cos(3zy?) + 3y* - ( — sin(3zy?)) -

(3) +

32
o5 (3207)
= —3y’sin(3zy?) - 3-1-9°

= —9y*sin(321?)



si

2
(o) = o (P e)) = 5 2o+ Geycos(zan?)

T oz

0 0 2
= %(Zy) + %(ny - cos(3zy?))
. 0 2 0 2
=0+ %(ny) - cos(3zy®) + 6zy - %(cos(?»xy ))

=6-1-y-cos(3zy?) + 6zy - (— sin(3zy?)) 3zy?)

d
= 6y cos(3zy?) — 6xysin(3zy?) - 3-1-¢?
= 6y cos(3zy?) — 18zy> sin(3zy?).

In mod analog, avem:

0% f
0yox

0 (0 0
(x,y) = By <a£($, y)> Bn (3 + 3y? COS(3:Uy2)) = 6y cos(3zy?) — 18xy sin(3zy?);

0% 9 (of 9 2 2 2,2 2
= = 2 = 2 .
" (x,y) y< y(x,y)) y( y + 6zxy cos(3zy )) + 62 cos(3zy*) — 362"y~ sin(3zy”)

Prin urmare, Hessiana functiei f este:

—9y* sin(3xy?) 6y cos(3ry?) — 18xy3 sin(3zy?)

Hy(z,y) =
6y cos(3zy?) — 18z sin(3xy?) 2 + 6x cos(3zy?) — 362%y? sin(3xy?)

Alte exemple: daca f(x,y) = 3z + 4y + 2%y?, atunci
Vi(z,y)= (3-1 +O+2x-y3,0+4-1+x2-3y2) = (3+23:y3,4+3x2y2)

si

2% 6xy?
Hy(z,y) =

6zy>

622y

(10p) 6. Fie D = {(z,y) € R? |0 < z < 1, 1 < y < 3}. Calculati: / / 152%y? dzdy.
D

Rezolvare: Deoarece 0 <z < 1si 1 <y < 3, atunci domeniul D este un dreptunghi si este irelevanta
ordinea de integrare. Vom alege varianta:

1/ 13
// 15z%y? dedy = / </ 15242 dy) dz.
D Jo \J1

y=3
=5zt (3% — 1%) = 52" - 26 = 1302".
y=1

Vom calcula mai intéi:

3 s s
J1 i :

Apoi:

-1 3 1 1 5 |r=1
/ </ 152y dy) dz = / 130z dz = 130/ z* dz =130 - % =26 (1° — 0°) = 26.
0 0 0

J1 =0
// 152%y? dzdy = 26.
D

Prin urmare, avem:



Alt exemplu: dacd D = {(z,y) € R? |2 < 2 <3, 1 <y < 4}, atunci

3 4
// 1223y? dady = / </ 1223y dy) dzx.
D 2 1

Apoi

y=4
=42” - (4% - 1%) = 42 - 63 = 25227,

4 4 y?
/ 1223y% dy = 12:L‘3/ v dy = 1223 - =
1 1 3 y=1

de unde obtinem

3 4 3 4
// 1223y dady = / </ 122342 dy) dzr = / 25223 do = 252 - —
D 2 1 2 4

=63 (81 — 16) = 63 - 65 = 4095.

=3
=63(3' —2%)
=2

(10p) 7. Fie D = {(z,y) € R? | 3y < x < 4y, 0 < y < 2}. Calculati: // 10zy* dzdy.
D

Rezolvare: Domeniul D reprezintd un triunghi. Pentru a evita o reparametrizare a domeniului D, vom
integra astfel:

2 4y 2 4y
// 10zy* dedy = / (/ 10zy* dx) dy = / 10y4</ x d:v> dy
D 0 3y 0 3y

2 4 o 2 4 2 2
=/10y~2 dy=/5y-((4y)—(3y))dy
0 x:,?)y 0

2 2 2
= / 5yt (16y2 — 9y2) dy = / 5yt - Ty? dy = / 35y° dy
0 0 0

7

Yy
—35.- L
7

y=2
=5-(2"-0") =5-128 = 640.
y=0

Alt exemplu: dacd D = {(z,y) € R? |0 <z < 1, # <y < 4z}, atunci

(523 4 2y) dzdy = 1 4%(5:53 +2y) dy | dz.
D 0 T

Avem
4x 4x dx
/ (523 + 2y) dy—/ 523 dy+/ 2y dy
€T €T €T
4z 4 y=4x y2 y=4x
—5x3/ 1dy+2/ ydy =523y +2. =
T x Yy=x 2 Yy=x
= 523 . (4 — z) + ((4x)2 - x2) = 52° - 3z + (162% — 2*) = 152" + 152°.
Atunci

1 4x 1
// (523 + 2y) dady = / (/ (52% + 2y) dy) de = / (152* 4 152%) dz
D 0 T 0

=1
5| $3

X
=15-— 15 —
51,773

r=1
=3-(1°-0°)+5-(1°-0°) =3+5=38.

=0

(10p) 8. Fie D = {(x,y) € R? | 2% + y? < 64}. Calculati: // 2% 4+ 4 dady.
D



Rezolvare: Domeniul D este discul de raza 8 centrat in origine. Putem utiliza astfel coordonatele polare:
x = pcosb,
y = psinb,
unde p € [0,8] si 6 € [0,27]. Fie D = [0, 8] x [0, 27]. Jacobianul transformarii din coordonate carteziene in
coordonate polare este egal cu p. Prin urmare, avem:

//D 22 +y% dady = //D ((pcos@)2 + (psin9)2> - p dpdé
8 2
:/ </ P (p200529+p281n29) d6>dp
0 0

8 21
(e
0 0

unde am folosit formula fundamentald a trigonometriei: cos®6 + sin?f = 1, pentru orice 6 € [0,2n].
Obtinem astfel:

8 27 8 2
// x4 92 dxdy—/ </ p° d9>dp—/ ,03(/ 1d9>dp
D 0 0 0 0
8 0=2m 8 8
:/p3-0 dp:/p3-(2770)dp:27r/ P> dp
0 0 0

:g.(g4_04):4-83-7r:204877.
p=0

0=0

Alt exemplu: dacd D = {(z,y) € R? | 2% + y* < 49}, atunci vom folosi aceeasi transformare din
coordonate carteziene in coordonate polare, unde acum D = [0, 7] x [0, 27]. Prin urmare:

// xdmdy:// pcosf - pdpdd
D D
7 2m 7 2
:/ </ p20080d0>dp:/ p2</ cos€d9>dp
0 0 0 0

7 0=2m 7
= / p° - sinf dp = / P - (sin(27) —sin(0)) dp
0 9=0 0

7 7
:/ p* - (0-0) dp:/ 0dp = 0.
0 0

(10p) 9. Fie V = {(z,y,2) e R} |0 <2 <1, 2 <y <6, 3 <z <5}. Calculati:

/// 242%yz dedydz.
v

Rezolvare: deoarece domeniul V' este un paralelipiped dreptunghic, nu conteazd ordinea de integrare.
Alegem sd integrdm astfel:

1 6 5
/// 2425yz dedydz = / (/ (/ 245y dz) dy) dz.
1% 0 2 3

Integrala anterioara se calculeaza in mod similar cu integrala dubla de la exercitiul 6, cu singura observatie
ca, in acest caz, avem de calculat trei integrale in loc de doud. Vom integra “din interior cdtre exterior”
si vom scoate, de fiecare datd, variabilele care nu depind de variabila fatd de care se integreaza in fata

integralei, adica:

2=5

5 5 2
/ 24x°yz dz = 24x5y/ zdz = 245y - % = 1225 - (52 — 32)
3 3

z=3

=122y - (25 — 9) = 122°y - 16 = 1922°y.



Apoi:

6 5 6 6 yQ y=>06
/ (/ 2425y dz) dy = / 19225y dy = 1921‘5/ y dy = 19225 - =
2 3 2 2 2 Jy=s

= 962° - (6% — 2%) = 962° - (36 — 4) = 962° - 32 = 30722°.

Obtinem astfel:

1 6 5
/// 242%yz dedydz :/ </ </ 2425y dz) dy> dx
1% 0 2 3
1 6
:/ (/ 1925y dy) dx
0 2

1
= / 3072z° dx
0

x=1

1 6
:3072/ x5dm:3072-% =512+ (1° - 0°) =512+ (1 - 0) = 512.
0

=0

Alt exemplu: dacd V = {(z,y,2) € R} |0 <2 <2, 1 <y <3, 2< 2z <4}, atunci:

2 3 4
/// 122y2? dadydz = / (/ (/ 122y22 dz) dy) dz.
1% 0 1 2

Avem astfel:

4 4 3 z=4
/ 12zyz? dz = 12xy/ 22dz =122y - = =4xy - (43 — 23)
2 2 3 z2=2

= 4ay - (64 — 8) = 4ay - 56 = 224xy.

3 4 3 3
/ (/ 122y 2> dz> dy = / 224y dy = 224m/ y dy
1 2 1 1

21y=3

=222 2| = 1120 (32— 1%) = 1120+ (9— 1) = 1120 8 = 896,
y=1

de unde obtinem:

2 3 4
/// 122y2? dedydz :/ </ </ 122y22 dz) dy> dz
1% 0 1 2
2 3
:/ </ 2241y dy) dx
0 1

2
=/ 896x dz
0

2 ZL‘2 r=2
:896/ xdr =896 —
0 2

=448 (2> —0%) =448 (4 —0) = 448 -4 = 1792.
=0

10



