Universitatea Tehnica “Gheorghe Asachi” din Iasi
Facultatea de Hidrotehnicd, Geodezie si Ingineria Mediului

Nume si prenume:

Grupa:

AM - RESTANTA

y o 6nS+5n" +4n® 43 . 6—2a?
(10p) 1. Sa se calculeze: a) nlg{)l(} ToE L 8T T Ot £ 10; b) }}1{2‘ g

2 5 9 3n
(10p) 2. Sa se calculeze: lim nhont 2 .
n—oo \ N2 +4n +1

1-— 5
(10p) 3. Sd se calculeze: lim M.
z—0 1022

[e.9]

3n7 +4n + 5\
(10p) 4. Sa se studieze natura seriei: Z ( nten ) .
n=1

An”™ 4+ 5n + 6

(10p) 5. S se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (1, 4+00) — R* definita prin:

5t + 6
ft) = <6t7 + 3t? — cost, ﬁ, t’cost, In(t? + 5" + 1)), vt > 1.

(10p) 6. S& se determine gradientul functiei f : R®* — R definitd prin:
f(z,y,2) = 2% + y* + 2° — 2%y%2* + cos(day?2?), V(x,y,2) € R®.

7. Fie functia f : R* — R definita prin

flr,y,2) =2 + 22 + 927 +9* — 622 + 150 — 12y + 92 — 1, V¥(z,y,2) € R,

(10p) a) Calculati derivatele partiale de ordinul intéi si gradientul functiei f.
(10p) b) Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea si Hessiana functiei f.

(10p) c) Stabiliti daca functia f admite puncte de extrem.

Se acorda 10p din oficiu.
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ANALIZA MATEMATICA - RESTANTA
Recomandare

Pentru a obtine mai usor nota minima de promovare, recomandam parcurgerea subiectelor:

y o 6+ +4n® +3 6 —a?
(10p) 1. Sa se calculeze: a) 7}1_)120 TE £ 8 T 9 £ 10’ b) :101{‘[[11L e

1. - de rezolvat integral

24 5n+2\™"
(10p) 2. Sa se calculeze: lim nmrond e :
n—oo \ n2 4+ 4n + 1

2. - de rezolvat integral

(10p) 5. S& se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (1, +oo) — R* definitd prin:

5t + 6

t) = [ 67 + 3t> — cost, ——
)= (o7 43¢ - cost, 30,

t’cost, In(t? +5' + 1)), Vi > 1.

5. - de rezolvat integral - (10p) - sau doar primele trei componente - (8p)
(10p) 6. S& se determine gradientul functiei f : R®* — R definitd prin:

f(z,y, 2) = 2° + 9y + 2° — 222 + cos(4ay?2?), V(z,y, 2) € R
6. - de rezolvat integral - (10p) - sau doar pentru z° + y* + 25 — 22y321 - (7p)

7. Fie functia f : R* — R definitd prin
flz,y,2) =2° + 2% + 922 + 9% — 62> + 150 — 12y + 92 — 1, V(z,9,2) € R®.

(10p) a) Calculati derivatele partiale de ordinul intdi si gradientul functiei f.
(10p) b) Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea si Hessiana functiei f.
(10p) o) Stabiliti daca functia f admite puncte de extrem.
7. - de rezolvat doar subpunctele a) si b)

in acest mod, puteti obtine 10p[1]+10p[2]+8p[5]+7p[6]+20p[7]+10p[Oficiu] =65p, adici nota
6,50 (media sapte)...

Nota 1: in cele ce urmeaza, puteti gdsi solutiile la toate problemele din model, nu doar la
cele recomandate.
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Model rezolvat

y o 6nS 4+ +4n® +3 6 —a?
(10p) 1. Sa se calculeze: a) nh_)rgo TE £ 8 T 9nf £ 10’ b) :101{‘1111 R

Rezolvare: a) Vom folosi limita:

)
sgn(Z—n> - (+00), dacd n > m,

m

Capt a2 4 a4 ag a
lim An

n—00 bmwm + bmfll‘m*1 + ...+ bl.’L' -+ bo - b dacan =m

m

|0, dacd n < m.

Mai exact, aceasta formuld ne spune ca:

¢ dacd gradul polinomului de la numadrator (cel care are coeficientii a,, a,—1, samd) este mai
mare decat cel al polinomului de la numitor (cel care are coeficientii b,,, b,,—1, samd), adica
daca n > m, atunci rezultatul este +0o sau —oo, in functie de semnul fractiei determinate de

. . .. . . . o .. a
coeficientii dominanti, adicd semnul fractiei —;
m

¢ dacd cele doud grade sunt egale, adicd dacd n = m, atunci rezultatul este chiar fractia

L .. .o
coeficientilor dominanti, adica b—" ;
m

¢ daca gradul de la numadrdtor este mai mic decat cel de la numitor, adicd dacd n < m, atunci

rezultatul este 0.

6n% +5n7 +4n® + 3 An® 4+ 5n" +6n° + 3

Prin urmare, limita lim poate fi rescrisa drept lim

n—oo Tn® + 8n7 + 9nb + 10 n—oo Tn® + 8n7 + 9nb + 10
si observam astfel ca n = m = 8 (adicd ambele polinoame sunt de gradul 8), iar limita este —.

Pentru a primi punctajul maxim, vom parcurge pasii urmatori:

5nT  6nb 3 5 6 3
8 4 - - —
i 4n8+5n7+6n6+3hmn( +n8+n8+n8) i+ + 5+ 5

n—oo Tn® +8n7 +9nb +10 n—-co 87 9 10\ n—oo 8 9 10
n8(7+—8—|——8—|——8 7+—+—2+—8
n n n n o n
..o 6 3 8 9 .10
deoarece fractiile —, —, —, —, — si — converg la 0 pentrun — oo.
n n?’ n8 n' n2° nd



Alte exemple:

n’ 3+4_n4+5_n3+3 4.3, 2
3+ 4Ant + 53+ 2 ) nd nd  nd oo’ 3+ﬁ+ﬁ+$
e lim = lim 3 5 = lim — -
n—oo —2n* +4n3 +5m2 +1 noco . 4dn 5n 1 n—oo N4 _2+é+£+i
L R a AR
e (=5)
=lmn-( —=<]=—o0.
n—o00 2
4n®  Bnt 2 4 5 2
63 - R =
B LTI N S n(+n6+n6+n6) R Rt S
e lim = lim 1 = 5 = lim = ——.
n—oo 2n4 —4nd —5nb +1  n—co on 4n 5n 1 n—oo 2 4 1 5
| — - ———+— — —— =5+ —
nb nb nb nb n? n no
4nt  Bnd 2 4 5 )
53 - - -
. 3nd +4nt +5n® +2 n<+n5+n5 n5) .on’ 3+E+ﬁ+ﬁ
e lim = lim 7] = = lim — -
n—oo 2n4 —4n® —5mb 4+ 1  nooo o 2n 4dn 1 nsoonb 2 4 1
o2 A s L =5+
n n n n n

2
b) lim o =%
N4 4 —x

Rezolvare: Dacd x “\, 4, atunci putem sa ne imagindm cd x ~ 4.1 sau  ~ 4.0001. Prin urmare,
folosind x =~ 4.1, obtinem 6 —2% ~ 6—4.1> ~ 6—42 = 6—16 = —10 < 0sid—x ~ 4—4.1 = —0.1 < 0.

Prin urmare:
. 6 — 22 6 — 16 —10 n
11m = = = .
N4 4 — 0_ 0_

Alte exemple:

unde am folosit 4 implicd z ~ 3.9.

i 6% _[6-16] _[-10]
x/‘4x—47 0_ a n ’

unde am folosit z 4 implica z ~ 3.9.

. 6—2a? 6 — 16 —10
o lim = = |—| = —o0,
N4 x—4 0+ 0+

unde am folosit z \, 4 implica x ~ 4.1.

2 5 2 3n
(10p) 2. Sa se calculeze: lim mronte)
n—oo \ n? 4+ 4n + 1

4



Rezolvare: Vom utiliza limita fundamentald pentru cazul de nedeterminare 1°:

lim (1 + In) Yen _ ¢

xn—0

In cazul nostru, avem:

. n2 +5n+2\*" , n2\ " -
lim [ —— = lim | — = [1 ] .
n—00 n2 —+ 4dn + 1 n—o00 ’n,2

Suntem, asadar, in cazul de nedeterminare 1°°. Atunci:

. n2 +5n+2\*" . n?+5n+2 sn
lim [ ————= = lim (1+—————1
n—oco \ n? +4n + 1 n—00 n?+4n+1

. n+5m+2 n2+4n+1 sn
= lim (1 —
n—00 n24+4n+1 n2+4n+1
2450 4+2)— (n2+4n+ 1)\
_ tm 1+(n+n+) (n*4+4n+1)
n—00 n2+4n+1
. n>+5m—+2—n?>—4n—1 sn
= lim |1+
n—0o0 n?2+4n+1
n+1 sn
=1 14+ ———
nLHSO( +n2—|—4n+1)
n?4dant1 ntl g,
li 1+ n+1 ntl | n2andtt
= lim _
n—00 n?+4n+1
. . n+1 T A
Observdm acum cd pentru z,, = a1 Avem formata limita fundamentald in randul ante-
n n
1
rior, din moment ce L — 0. Prin urmare:
n?2+4n+1
2 3n n 3n n21am
lim (L TonTe +on t 2 = lim 67(121‘11)"11 — lim enfranti = €3,
n—o00 n2 =+ 4n + 1 n—00 n—o00

Alt exemplu:

. 3n? 450 +4\*" . 3n% 4+ 5n + 4 an
elm (-——— | =[1¥=1lm (1+-——7"———1
3n?+2n+3 n—ro0 3n2+2n+3

32+ 5n+4 3n242n+3\"
N2 +2n+3 3In2+2n+3
(3n2+5n+4)—(3n2+2n+3))2”

(
(
(

. 1+3n2+5n+4—3n2—2n—3 n
= lim
n—00 3n?24+2n+3

i (14 on+1 n
= lim -

n—00 3n?42n+3

3n242n+3 24l o
2n+1 2n+1 3n24+2n+3

= lim 1+ —

n—00 3n2+2n+3
= lim eéi?i;)nii'» = lim e3i2+;21+3 —e3 = 3 = Vet

n—oo n—o0



1 — cos(bx)
(10p) 3. Sa se calculeze: 31611% o2

Rezolvare: Avem:

L= cos(5e) {1 —»COS(O)] _ [;_:;1] _ {o}

=0 1022 0

10 - 02 0 0
L'Hospital ,. (1 - COS(5Z’))/ . _( - Sln(5$)) ’ (5$)/ . 5SIH(5Q?)
= lim-———— = = lim ———=
2—0 (10352) 20 10 - 2z z—0  20x
— tim sin(5x) — im sin(bz) 5z L. 5 _ §
z—0 4z a0 5r  4dx  a-0 4 4
Am folosit aici limita fundamentala
lim S0 _
rn—0 Tn
unde este indicat sa nu aplicam L'Hospital...
Alt exemplu:
lim 3 — 3cos(4x) _[3— 3 cos(0) _ (0] _
20 1422 14-0? 0
Viospital . (3 —3cos(4x))  —3(—sin(4x)) - (4z)
=" lim - = lim
20 (141;2) z—0 14 - 2z
12 in(4 in(4 4
i 128i0(42) sin(4x) _ lim 3sin(4x)  lim3. sin(4z) 4w
x—0 2 x x—0 71‘ x—0 41‘ 7:[,‘
, 4 12
=lim3-1--=—.

x—0 7 7

3 4 5
(10p) 4. S& se studieze natura seriei: Z (%)
n n

Rezolvare: Vom folosi criteriul rddacinii. Fie g ayn, cu a, > 0, pentru orice n > 1. Dacd exista

n=1
L = lim a,, atunci:
n—oo
oL<1l= Z a, este convergentd; oL>1= Z a, este divergenta.

Amintim aici si regula (/2™ = #™/" = 2’ . In cazul nostru, avem:
(307 +4n +5\*" 30" + 4n + 5\ */"
lim /a, = li EIMAIN gy (AT
nooe VO T oo \/(4n7+5n+6) noo \ A4n7 + bn + 6
7 4 8 7N\ 8 8 8
— i (SO g (22} i (2) = (2) <1t=1
n—oo \ 4n” +5n + 6 n—oo \ 4n’ n—oo \ 4 4

3n"+4n+5
Prin urmare, seria Z ( —4717 n 5n n 6> este convergenta.
n n




6 5n +6
Alt exemplu: pentru seria Z <M> ,avem

And5 +5n+14
1/ 6n® +5n+6\%" 6n° 4 5n + 6\ 2"/
lim {/a, = li e ) . m e -
no VO nirilo\/(4n5+5n+4) n=vo0 \ 415 + 5n + 4

o (670 45+ 6 » e » . ®r6\” T
= lim ( —— = lim | — = lim ( - == =
n—oo \ 4nd® +5n+4 n—oo \ 4nd n—oo \ 4 4 ’

de unde obtinem ca seria este divergenta.

(10p) 5. S& se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (1, 4+00) — R* definita prin:

f(t) = (6t + 3t — cost, b0 6, t’cost, In(t* +5'+1) |, vt > 1.
6t +5
Rezolvare: Amintim aici formulele 1 = 0, (z") = n-2"!, (sin(t))’ = cos(t), (cos(t))’ = — sin(t),
1
(In(t)) = - (a') = a' -1In(a), (arcsin(t)) = \/11_ si (arctg(t)) = T

Mai mult decat atat, avem urmadtoarele reguli de derivare pentru doud functii derivabile f, g :
D —R,cug#0peD,sipentru A € R:

(F£g) = F+g, (\) =A- 7, (g) fgg—fg (F-9) = Fo+ fd' s (F@)) = F'(g) - g
Cu alte cuvinte, avem:

(6" + 3t — cost) =6 (') +3- (t*) — (cos(t))
=6-Tt° — 3.2t — (—sin(t)) = 42t° — 6t + sin(¢);
<5t+6)' _ (5t +6)- (6t +5) — (5t +6) - (6t +5)

6t + 5 (6t + 5)2
_ 5(6t+5) —6(5t+6) (30t +25) — (30t + 36)
B (6t + 5)2 B (6t + 5)?
C30t+25-30t—36 11
B (6t + 5)2 T (6t +5)2

(£ - cos(t)) = (t*) - cos(t) +£* - (cos(t))’
= 3t% - cos(t) +t* - (—sin(t)) = 3t* cos(t) — t* sin(t);

(In(t* + 5" + 1)) = m (45 1)

)+ G+ 2t+51In(5)+0  2t+5'1n(5)

t24+5t+1 24+ 5t+1 2450417

Alte exemple:

(13t° + 2> — sin( t))’ =13 -5t + 2. 3t* — cos(t) = 65t* + 6t* — cos(t);

3t+2\  3(4t+3)—4(3t+2) 1264+9-12t-8 1
At +3 (4t + 3)2 B (4t + 3)2 (4t +3)%
t4
(t* - arctg(t))’ = 4t* - arctg(t) + el
_ 4" In(4 ) + 4¢3
In(4f + t* + 4))’ (4t g



(10p) 6. S& se determine gradientul functiei f : R®* — R definitd prin:
flz, oy, 2) = 2® +y* + 2° — 222 + cos(day?2?), V(z,y, 2) € R

Rezolvare: Avem:

0 0

a—ﬁ(x, Y, z) = 92 (:ch + oyt + 25 — 2ty + Cos(4a:y2z3))
=322+ 040 — 2z - y*2* —sin(4ay?2?) - (day?2?®)
= 32? — 229”2 — sin(4ay?2?®) -4 - 19?23,
=327 — 222" — 4y?2° sin(day?2?),

0 0

a—JyC(:c, y,z) = ay <x3 +yt 2% -yt Cos(4a;y2z3))

=0+4y° +0—2” 3y 2* —sin(day®2”) - (day?2?),

= 4y® — 32?2t — sin(day?2?) 4w - 2y - 2P

= 4y® — 32%y?2* — 8ayz® sin(4ay?2?)

si

0 0

a—JZC(m, y,z) = g (:v3 +yt 25—yt 4 Cos(4a:y223))
=0+0+52* — 2%y® - 42° — sin(4ay?2?) - (day?2?).
= 52 — da*yP 23 — sin(day?2?) - dxy? - 327

=52 — da?y? 2 — 1207 2% sin(day®2?).
Amintim aici faptul cd gradientul functiei f este:

0 0 0
V.09 = (G i o) G o) ).

Alt exemplu: dacd f(z,y,2) = 3z + 4y + 22y3 + 2% — wy2?, atunci:

0
a—i(m,y,z)—(Z’>:1H—4y+9623f’+z2—901/22);—34—0—1—2x'y3+0—1'yz2
=3+ 2y® — y2?,
of 2.3 | 2 2y’ 2 g 2 2
a—y(w,y,z):(3x+4y+xy + 22 — zyz )y:0—|—4—|—:1: By +0—2-1-2
= 4 4 32%y* — 22,
of 2.3 | 2 2y’
g(x,y,z):(3$+4y+xy + 2* —xyz )Z:O+0—|—0+22—xy-2z
=2z — 2xyz,
de unde obtinem:
of of of
\Y ==, =, =
f(:c7y7z) <ax78y7az

= (3 + 22y® — y2® 4 + 30%y® — 12, 22 — 2xyz>.



7. Fie functia f : R® — R definita prin
flz,y,2) = 2% + 25 + 922 +9* — 622 + 150 — 12y + 92 — 1, V(z,vy,2) € R®.
(10p) a) Calculati derivatele partiale de ordinul intdi si gradientul functiei f.
(10p) b) Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea si Hessiana functiei f.
(10p) o) Stabiliti daca functia f admite puncte de extrem.

Rezolvare: a) Avem:

3} 0
a—i(x,y,z):%(x3+z3+9x2+y2—622+15x—12y+9z—1>
=32"+0+9-2040-0415-1-04+0-0

= 322 + 182 + 15,

ﬁ91;,3/,2 :ﬁ 24 229ty — 6224+ 150 — 12y + 92— 1
dy oy

=04+0+0+2y—-0+0-12-1+0-0

=2y — 12,
of (s, 3 2, .2 2
a—(x,y,z):a—<x + 274+ 92" +y* — 62 +15x—12y+92—1>
z z

=04+3224+404+0—-6-22+0—-0+9-1—0
=322 —-122+0.

Atunci Vf(z,y, 2) = (3952 418z + 15,2y — 12,322 — 122+ 9).

b) Avem:
%(m,y,z)z%(%) :%<3x2+18x+15> 320418140 =6z + 18,
aizgz(x,y,z):(%(%> :%(322—122+9) —0-0+0=0,
88;;8fx(x’y’z):6£y(g_x> :%<3x2+18x+15> =0+0+0=0,
giy{(m,y,z):%(g—g> :%(23;—12) —2.1-0=2,
aa;aj;(x,y,z):%<g—x) :%<3x2+18x+15> =0+0+0=0,
%(gg,y,z):%<%> :%(322—122—1—9) —3.2:-12-1+0=62—12.



Atunci matricea Hessiand este:

B 2Ly 2Ly
aIZ 7y7 axﬁy 7y7 axaz 7y7
6r+18 0 0
o0 f 0*f o*f
H - | L gr = 0 2 0
(7Y, 2) 8y8x<x’y’z) ayQ(a:,y,z) 8yaz($,y72)

0 0 6z—12

920z 020y e 9.2 Y

¢) Determindm mai intai punctele critice din ecuatia V f(a, b, ¢) = (0,0, 0). Atunci:
Vf(a,b,c)=1(0,0,0) = (3a* + 18a + 15,2b — 12,3¢* — 12c +9) = (0,0, 0).
Avem astfel:

36> +18a+15=0=a’>+6a+5=0= (a+1)(a+5)=0=a e {-5—1},
20—12=0=20=12=0=06,
32 —12c+9=0=>c—4c+3=0=(c—1)(c—3)=0=c e {1,3},

Prin urmare, punctele critice sunt: (—5,6,1), (—5,6,3), (—1,6,1) si (—1,6, 3).
Apoi:

6-(=5)+18 0 0 —12 0 0 A =—-12 <0,
eH(—5,6,1) = 0 2 0 =1 0 0] ={A,=-24<0,
0 0 6-1—12 0 0 —6 Ay = 144 > 0,

[\]

de unde obtinem cd punctul (-5, 6, 1) este punct sa,

6-(=5)+18 0 0 -12 0 0 A =—-12 <0,
eH¢(—5,6,3) = 0 2 0 = 0 2 0] =44A=-24<0,
0 0 6-3—12 0 06 Ay = —144 < 0,
de unde obtinem cd punctul (-5, 6, 3) este punct sa,
6-(—1)+18 0 0 12 0 0 A =12>0,
oH(—1,6,1) = 0 2 0 =10 2 0]={A=24>0,
0 0 6-1—12 0 0 —6 Ay = —144 < 0,
de unde obtinem cd punctul (—1, 6, 1) este punct sa si
6-(—1)+18 0 0 12 0 0 A =12>0,
oH(—1,6,3) = 0 2 0 =10 2 0] ={A,=24>0,
0 0 6-3—12 0 06 Ay = 144 > 0,

de unde obtinem cd punctul (—1, 6, 3) este punct de minim local.

10



Alt exemplu: pentru functia f : R* — R definitd prin:
flz,y,2) =y + 2% + 2® — 12y% — 152* — 62 + 45y + 632 + 1, V(x,9, 2) € R,
avem:
a) Vf(x,y,2) = (2x — 6,3y? — 24y + 45,32 — 30z + 63).

2 0 0
b) He(z,y,z) = | 0 6y —24 0
0 0 6z — 30

¢) Punctele critice sunt determinate de ecuatia V f(a, b, ¢c) = (0,0, 0), de unde obtinem:

20 —6=0=2a=6=a=3,
307~ 2Ub+45=0= 0> —8b+15=0= (b—3)(b—5) = 0= b€ {3,5},
3 =30c+63=0=c2—10c+21=0= (c—=3)(c—T7)=0=c€ {3,7}.

Prin urmare, punctele critice sunt (3, 3, 3), (3,3,7), (3,5,3) si (3,5, 7). Atunci:

2 0 0 2 0 0 A =2>0,
oH;(3,3,3)= (0 6-3—24 0 =10 -6 0 |={A,=-12<0,
0 0 6-3-30 0 0 -I2 Ay = 144 > 0,
de unde obtinem ca punctul (3, 3, 3) este punct sa,
2 0 0 2 0 0 A =2>0,
oH(3,3,7)= [0 6-3—24 0 =0 -6 0]={{A,=-12<0,
0 0  6-7-30 0 0 12 Ay = 144 <0,
de unde obtinem ca punctul (3, 3, 7) este punct sa,
2 0 0 2 0 0 A =2>0,
oH;(3,5.3)= [0 6-5-24 0 =lo6 0 |={An,=12>0,
0 0  6-3-30 00 —12 Ay = 144 < 0,
de unde obtinem ca punctul (3, 5, 3) este punct sa si
2 0 0 2 0 0 A =2>0,
oH;(3,5,7)= [0 6-5—24 0 =lo6 0o]={0A,=12>0,
0 0 6-7-30 00 12 A, = 144 > 0,

de unde obtinem ca punctul (3,5, 7) este punct de minim local.
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